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RESUMO: O projeto apresentado neste artigo faz parte de um trabalho de iniciagao ciéntifica, no
qual foi realizado um estudo sistematico sobre Algebra Linear e a aplicacdo do Teorema Espectral
na identificacdo de quadricas. A analise parte da observagao de que toda forma quadratica pode ser
representada por uma matriz simétrica real, cuja diagonalizagdo permite reescrevé-la em sua forma
canonica. Neste trabalho é mostrado em um exemplo como o processo de diagonalizagdo, fundamen-
tado no Teorema Espectral, possibilita a classificacdo de superficies quadricas no R®. Esse processo
transforma a equagao geral de uma quédrica em uma expressao mais simples, facilitando sua interpre-
tagao geométrica e permitindo classifica - la em um elipsoide. O processo se estende para a classificagao
de elipses, hipérboles, parabolas, cones e outras superficies quadricas relacionadas

PALAVRAS-CHAVE: ilgebra linear; diagonalizacao de matrizes; teorema espectral.

IDENTIFICATION OF QUADRICS THROUGH MATRIX DIAGONALIZATION

ABSTRACT: The project presented in this article is part of an undergraduate research initiative, in
which a systematic study of Linear Algebra was conducted, focusing on the application of the Spectral
Theorem to the identification of quadric surfaces. The analysis is based on the observation that every
quadratic form can be represented by a real symmetric matrix, whose diagonalization allows it to be
rewritten in its canonical form. This work demonstrates how the diagonalization process, grounded
in the Spectral Theorem, enables the classification of quadric surfaces in R®. This process transforms
the general equation of a quadric into a simpler expression, facilitating its geometric interpretation
and allowing it to be classified, for example, as an ellipsoid. The process extends to hyperboloids,
paraboloids, cones, and other related quadric surfaces.

KEYWORDS: linear algebra; matrix diagonalization; spectral theorem.

INTRODUCAO

As superficies quadricas estao relacionadas as segoes conicas, sendo formadas quando essas curvas
se movimentam no espago. No século IV a.C., Menecmo descobriu a parabola e a hipérbole, e pos-
teriormente a elipse, contribuindo para a solugao de problemas como a duplicacao do cubo. Euclides
estabeleceu bases importantes para o estudo das conicas, depois aprofundadas por Apolénio e Pappus
de Alexandria. No século XVII, Pierre de Fermat e René Descartes sistematizaram a aplicagdo da
algebra & geometria, promovendo o avango da Matematica Moderna. Este trabalho busca apresen-
tar uma ferramenta para o estudo da Geometria Analitica, utilizando conceitos de Algebra Linear e
a diagonalizacao de matrizes simétricas, fundamentada no Teorema Espectral, para a identificagdo e
classificagao de quadricas.
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MATERIAIS E METODOS

O estudo apresentado foi desenvolvido no Trabalho de Iniciagao Cientifica do autor, abordando a
aplicagao do Teorema Espectral e a diagonalizagao de matrizes simétricas na identificacao e classificacao
de superficies quadricas, bem como suas aplicacoes em Geometria Analitica. O trabalho baseou-se em
um estudo sistematico de Algebra Linear e Geometria Analitica, iniciando pelos conceitos fundamentais
de matrizes e diagonalizacao, avangando para a aplicacao do Teorema Espectral em matrizes simétricas
e aprofundando-se na anélise e classificacao das quadricas.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Segundo GAMA (2015) superficies quadricas ocupam um papel de destaque na Geometria Analitica
por assumirem diversas formas no espago tridimensional, e o estudo dessas superficies permite compre-
ender como variacoes nos coeficientes de sua equacao geral influenciam sua configuragao geométrica,
fato que motiva a seguinte definicao:

Definigao 1. Chamamos de superficies quadricas o conjunto de pontos P = (z,y, z) cujas coorde-
nadas satisfazem uma equagdo quadratica da forma:

azx® + by + c2? +doy +exz + fyz+gr +hy+iz4+j=0

onde a,b,c,d,e, f,g,h,i,7 € R, sendo nao nulo pelo menos um dos coeficientes a, b, c,d, e, f. Essa
equagao representa uma superficie no espago tridimensional, e sua forma geométrica depende dos
valores dos coeficientes.

As superficies quadricas, quando cortadas por planos coordenados ou paralelos a eles, produzem
curvas chamadas de conicas. A interse¢do com um plano é chamada de traco da superficie no plano. A
equagao geral pode representar diferentes tipos de superficies, dependendo dos coeficientes envolvidos.
As solugoes dessa equacao sao, por definicdo, uma quadrica, podendo ser:

e Nao degenerada: cilindro quédruplo, elipsoide, hiperboloide, paraboloide ou cone.

e Degenerada: uma reta, um par de retas paralelas, duas retas concorrentes, um ponto ou con-
junto vazio.

Assim, para identificar o lugar geométrico associado a uma equagdao do segundo grau em trés
variaveis — especialmente para reconhecer uma quédrica — é necessario reduzir a equacao dada a
uma forma mais simples. De acordo com OYAFUCO (2015) este processo é feito escolhendo uma base
ortonormal conveniente de R3, de modo que, no novo sistema de coordenadas, a equacio resultante
seja facilmente reconhecivel.

Essa simplificacdo é possivel gracas a diagonalizacdo da matriz associada & parte quadratica da
equacao. Para justificar tal procedimento, recorremos aos teoremas apresentados por HYGINO (2012)
que garantem a existéncia de tal base e a viabilidade da transformagao que leva a uma forma diagonal
— condicao essencial para a classificagdo das quadricas.

Teorema 1. Um operador linear T : V — V admite uma base 8 em relacdo & qual a matriz
[T]g — isto é, a matriz de T com respeito a base 8 tanto no dominio quanto no contradominio — é
diagonal se, e somente se, essa base § for formada por autovetores de T

Assim, definimos A = [T']%, com « sendo a base canonica, uma matriz quadrada de ordem n definida

pelo operador T', e D = [T}g, com [ sendo a base formada pelos autovetores de A.

Teorema 2. Uma matriz A de ordem n é diagonalizivel se, e somente se, existe uma matriz P
invertivel de ordem n tal que
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D =P AP

é uma matriz diagonal.

No Teorema 2, a matriz P é a matriz de mudanca de base, chamada também de matriz que
diagonaliza A. Ela pode ser representada pelos autovetores linearmente independentes da matriz A.
A diagonalizagao de matrizes simétricas é também chamada de diagonalizagao ortogonal, pois a
matriz P que diagonaliza uma matriz A, simétrica, é uma matriz ortogonal, ou seja,

pt=p-1L

Isso significa que os vetores que representam as linhas e as colunas de P sao ortonormais.
A explicacao para tal afirmacdo é dada por um dos principais teoremas da Algebra Linear: o
Teorema Espectral, apresentado por HEFEZ (2012).

Teorema Espectral. Se A é uma matriz simétrica de ordem n, entao existe uma matriz ortogonal
P de ordem n, tal que P~'AP = P'AP ¢é diagonal.

Em outras palavras, o que o Teorema Espectral afirma, é que toda matriz simétrica é diagonalizavel
e, além disso, existe uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de A tal que as colunas da
matriz ortogonal P é formada por esses autovetores.

A defini¢ao a seguir apresentada por GAMA (2015) nos garante a representa¢ao matricial de uma
forma quadratica a partir de coordenadas na sua base canénica. Essa informacao é necessaria para a

aplicacao do Teorema Espectral na identifiagdo das superficies quadricas.

Definicao 2. Uma forma quadratica em R? pode ser representada por uma matriz. Seja X =
(x,y, z) com coordenadas na base canonica w, entao:

X =

ISEINS .

A matriz associada & forma quadratica @) é:

ajl a2 a3
A= |a21 a2 a3]|,
asl az2 as3
onde: aq1,a99,as3 sdo os coeficientes dos termos quadrados; a2 + a21, a13 + asi, asz + ags s&o os
coeficientes dos termos cruzados xy, xz, yz, respectivamente.

Para simplificar, costuma-se usar matrizes simétricas (4 = A"), onde a;; = aj;. A forma quadratica
é entao expressa por:

Q(X) = X'AX.

Como A é simétrica, ela admite uma diagonalizacao ortogonal: existe uma matriz ortogonal P tal
que

A= PDP?,

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de A. Substituindo essa expressao
em Q(X), temos:

Q(X)=X'PDP'X.
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Se definirmos X’ = P'X, ou seja, mudarmos para um novo sistema de coordenadas ortonormal,
entao:

Q(X) = (X)'DX,

o que elimina os termos cruzados e simplifica a equacao.

A partir da forma quadrética associada & equagao geral de uma quédrica, e com base no Teorema
Espectral, é possivel identificar a superficie por meio da diagonalizacao da matriz simétrica envolvida.
A seguir, analisamos dois casos distintos, conforme a presenca ou auséncia de termos cruzados na
equagao.

Caso 1: Quando os coeficientes d = e = f = 0, ou seja, nenhum dos termos cruzados existe.
Neste caso, basta usar o processo de completar quadrados, que é equivalente a escolher um sistema de
coordenadas dado pela translacao do sistema original. Em situagoes assim, a quadrica em questao esté
alinhada aos eixos coordenados, seja com centro ou vértice na origem ou quando ha uma translacao
dos eixos coordenados.

Exemplo 1. Verificaremos o tipo de quédrica representada pela equacao

22+ 4?4+ 22— 2 + 16y +13 =0.

Completando o quadrado temos

(x—1)2+4(y+2)*+ 22 =4

Dividindo ambos os membros por 4 temos:
(z —1)? 2 Z
T (y+2)°" + 7= b

uma equacao do tipo ax? + by? + cz? = d, com d > 0, conforme classificada por GAMA (2015),
representa a equacao reduzida de um elipsoide de centro (1, -2, 0), ilustrada na Figura 1.

Figura 1: Representacao tridimensional de um elipsoide.

z

T

Caso 2: Em certas situagoes, a equagao da quédrica apresenta termos mistos — isto é, pelo menos
um dos coeficientes d, e ou f é nao nulo. A presenca desses termos esté diretamente associada a
rotacOes no sistema de coordenadas, o que dificulta a identificacao direta da superficie representada.
Para eliminar esses termos e simplificar a equacao, é conveniente realizar uma mudanca de coordenadas
do tipo (z,y,2) — (2,4, 2'), correspondente, do ponto de vista algébrico, a uma mudanga de base
entre duas bases ortonormais  ~ «. Em termos préticos, isso equivale a substituir a base ortonormal
candnica por uma base ortonormal composta por autovetores da matriz simétrica associada & forma
quadratica, conforme ser4 ilustrado por meio da generalizacao a seguir.
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Considere a equagao
ax2+by2—|—cz2+dwy+e:nz—|—fyz—|—g:n—l—hy+z’z+j =0,

sendo a, b,c,d, e, f, g, h,i,j nimeros reais, com pelo menos um dos coeficientes d,e ou f # 0. Esta
equagao possui uma versao matricial dada por

a d/2 e/2] |z x
[z y 2] |d/2 b f/2| |y| +]g b 4] |y| + ] =10
e/2 f/2 ¢ z z
Seja
a d/2 e/2
A=1d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢

Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal 3 de R3 for-
mada de autovetores de A. Assim, se A1, A2 e A3 sdo autovalores de A (ndo necessariamente distintos),
existem autovetores vi,vs e vz associados a Ai, A2 e A3, respectivamente, tais que § = {vy,va,v3} €
uma base ortonormal de R3. A matriz ortogonal P = [Ig], onde « ¢é a base canonica de R3, diagonaliza
A ortogonalmente, ja que D = P~'AP é a matriz diagonal

A0 0

0 X O

0 0 A3
com P~! = P!, Portanto,

A= PDP".

Substituindo a igualdade acima na equagao matricial, obtemos

x x
([z y 21P)D| P |y| | +[g h i]|y|+1i]=10
z z
x
O produto matricial P! |y| é a matriz das coordenadas de um vetor v = (z,y, z) € R? em relacio
z
a base 8, pois
T
Py | = ]§[vla-
z
Chamando [v]g de
x/
y/
2 ’
obtemos
x’ x’
(« v ZYD|y|+(g h )Py |+1[i]=][0]
2! 2!

Se v1 = (21,Y1,21), V2 = (X2, Y2, 22) € v3 = (3,3, 23), temos entao
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)\1 0 0 l’/ 1 T I3 x
(v Z)10 X 0 v+ b oi)lm v us y' |+ =[0],
0 0 M3 2 zZ1 22 Z3 z

equivalente a equagao

Mz Aoy + A3z + (goy + hyr +iz)x’ 4 (9o + hyo +i20)y + (g3 + hys +iz3)2 + 5 = 0.

Observamos que os termos cruzados x'y’, 2’2’ e 3’2’ nao estao presentes, dessa forma, reduzimos
este caso ao primeiro, ou seja, é suficiente completar quadrados para determinar o lugar geométrico
3
em R~.

CONCLUSOES

A partir dos estudos apresentados, verificou-se que a aplicacdo do Teorema Espectral permite sim-
plificar e classificar a equacdo geral de quadricas em R3. A transformacio para uma base ortonormal de
autovetores elimina os termos cruzados, facilitando a identificacao das superficies, sejam elas elipsoides,
hiperboloides, paraboloides ou casos degenerados.

Vale ressaltar que o Teorema Espectral garante a existéncia de uma base ortonormal de autovetores
para qualquer matriz simétrica. A matriz associada, quando expressa nessa base, torna-se diagonal,
permitindo decompor o espago vetorial em subespacos invariantes. Essa propriedade é essencial para
o estudo das quédricas, pois assegura que qualquer equacao quadratica pode ser transformada, via
mudanca ortonormal de base, em uma forma canonica que revela diretamente a natureza geométrica
da superficie representada.
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