2
[ ] |
( ’0 N I CT Pro-reitoria de Pesquisa | EMEM INSTITUTO FEDERAL

Congresso de Inovago, (3 e Pos-Graduacdo | MM S3o Paulo

Ciéncia e Tecnologia

152 Congresso de Inovacao, Ciéncia e Tecnologia do IFSP - 2024

O USO DO SOFTWARE LIVRE GNU OCTAVE NA SOLUCAO DE PROBLEMAS
DE CONTROLE OTIMO EM TEMPO DISCRETO

GABRIELLY M. MONTEIRO', JOSE R. CAMPOS?

!Graduanda em Engenharia Elétrica, Bolsista PIBIC, IFSP, Campus Votuporanga, gabrielly.morais@aluno.ifsp.edu.br.
2Professor IFSP, Campus Votuporanga, jrcifsp@ifsp.edu.br.

Area de conhecimento (Tabela CNPq): 1.01.04.00-3 (Mateméatica Aplicada).

RESUMO: A teoria de controle 6timo, que surgiu nos anos 50, tem sido amplamente utilizada para
resolver problemas em Matemética e Engenharia. As duas abordagens mais comuns para a solugao
desses problemas sao o Principio do Méximo de Pontryagin e a Programacao Dinamica. Este trabalho
apresenta, de inicio, a formulagdo de problemas de controle 6timo em tempo discreto e a técnica de
solucdo via Programacao Dindmica. Em seguida, um exemplo pratico é discutido, acompanhado da
implementagdo computacional utilizando o software livie GNU OCTAVE, que iréd ilustrar a teoria

apresentada.
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THE USE OF GNU OCTAVE FREE SOFTWARE IN SOLVING OPTIMAL
CONTROL PROBLEMS IN DISCRETE TIME

ABSTRACT: Optimal control theory, which emerged in the 1950s, has been widely used to solve pro-
blems in Mathematics and Engineering. The two most common approaches to solving these problems
are Pontryagin’s Maximum Principle and Dynamic Programming. This work initially presents the
formulation of optimal control problems in discrete time and the solution technique via Dynamic Pro-
gramming. Next, a practical example is discussed, accompanied by the computational implementation
using the free software GNU OCTAVE, which will illustrate the theory presented.

KEYWORDS: dynamic programming; optimal control; free software; GNU OCTAVE.

INTRODUCAO

A teoria de controle 6timo apresenta grande destaque por conseguir resolver problemas diversos e
importantes, dentre eles: extragdo de recursos naturais (Kennedy, 1986), problemas de reposi¢ao de
estoque (Taha, 2008) e problemas de custo 6timo (Tena, 2001).

A Programagao Dindmica (PD) é uma técnica para resolver problemas de controle 6timo que nao
apresenta um grande rigor matematico quando comparada a outras técnicas de controle 6timo. Além

disso, ela pode ser utilizada em uma variedade de contextos. Essa técnica visa resolver os problemas
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de forma eficaz decompondo um problema em estagios, onde cada um tém sua propria solugao (6tima
e viavel) e sao independentes entre si. Uma vez que a solugao de algum estagio é encontrada de modo
recursivo (altimo estagio até o primeiro), a mesma fica armazenada fazendo com que o resultado final
seja 6timo e viavel, sendo essa situagdo embasada pelo Principio da Otimalidade de Bellman.

A programacio Dinamica também é considerada uma ferramenta cara computacionalmente, porém
ela ainda é considerada muito util uma vez que possui uma grande aplicabilidade. Neste trabalho serao
expostos alguns conceitos fundamentais da Programacao Dindmica em tempo discreto, juntamente com
o problema de controle 6timo em tempo discreto, assim como apresentamos um exemplo e o processo
de solucao computacional dele. Implementamos o algoritmo de Programagao Dindmica para o exemplo
proposto no software livie GNU OCTAVE.

MATERIAIS E METODOS

Este trabalho consiste em um estudo tedrico realizado com consultas em livros, textos digitais,
implementacao computacional e simulagao do problema de controle 6timo em tempo discreto por meio
do algoritmo da Programagao Din&dmica. Para o bom desenvolvimento deste trabalho fizemos leituras
dos trabalhos citados na bibliografia e que permitiram a compreensao da teoria e a implementacao da
mesma para o exemplo de um modelo de uma planta (exemplo adaptado de Lewis; Syrmos; Vrabie,
86) que foi proposto. Também foram realizadas reflexdes a respeito das ferramentas necessarias e
propriedades observadas, sendo elas a resolugao manual do exemplo e a resolucao computacional através
do software livie GNU OCTAVE que esta instalado e disponivel nos laboratérios de informética da
instituicao. Discussoes com o orientador forem feitas para sanar as diuvidas, e também para a produgao
de textos com as principais conclusoes e resultados obtidos.

Em suma, o grande interesse em problemas de controle 6timo em tempo discreto é de minimizar

ou maximizar um funcional. Este funcional é dado por

N—-1
gn(@n) + ) gr(zn, ug) (1)
k=0
e que é conduzido pela equacao de diferenca
Tr1 = fr(@k, ur) (2)

em que,
N - numero de vezes que o controle é aplicado;
x), - a varidvel de estado;
uy, - a varidvel de controle;
fr(zk, ug) - € a dinAmica do sistema que vai evoluindo de um determinado xj, até o proximo periodo.
O problema de controle 6timo proposto acima pode ser resolvido usando o algoritmo de PD proposto

abaixo:

Proposicao 0.1. (Bertsekas, 95) Para cada condigao inicial xg, o custo étimo J*(xg) do problema
é igual a Jo(xg), onde a fungao Jy € dada pelo ultimo periodo do sequinte algoritmo que ird acontecer
de modo contrdrio no tempo, sendo isso a equacdo recursiva da PD.

Periodo N:

In(zn) = gn(zN). (3)
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Periodo k:

Ji(vk) =  min  gp(zg, up) + Jpp1 (fr(@r, ur)), k=N —1,...,0. (4)
ug € g (k)
Periodo 0:
J*(.%'()) = Jo(Xo). (5)

Se uj, = py(xx) minimizar o lado direito do periodo k, entdo a politica ™ = g, ui, ..., Wy_q € otima.

A demonstragao da proposigao acima se encontra em Bertsekas (1995).

RESULTADOS E DISCUSSAO

Seguindo o problema de controle 6timo e o algoritmo contextualizados acima, serd apresentado
um problema de um modelo de uma planta (exemplo adaptado de Lewis; Syrmos; Vrabie, 86), sendo
esse exemplo resolvido computacionalmente com o software livce GNU OCTAVE. Iremos determinar
qual é a sequéncia de controle 6timo que minimiza o indice de desempenho quadratico. O exemplo é
apresentado abaixo.

Consideramos o modelo de um planta dada por
Tp41 = Tk + U,

com N=2, isto é, o periodo final é igual a 2. Logo, k =0, 1.

Os valores que o vetor de estado xj pode assumir sao: 0, a, 2a, 3a; e com a positivo, limitado e com
valores discretos.

Os valores de controle ug podem ser escolhidos, mas nao podem violar as restricées dos estados.
Os controles uy, disponiveis sao: —2a, —a, 0, a, 2a.

Temos que zg = 0, a, 2a, 3a, sdo as varias condi¢oes iniciais para o problema.

A sequéncia de controle 6timo é: uj, uj. O indice de desempenho (ou funcional) serd

Jo =% + (ud +u?).

N =

N-1
g uz = x% +
k=0

N |

E interessante destacar N = 2 que facilita os calculos e o entendimento do exemplo, mesmo que a
solugao seja realizada computacionalmente.
Apos considerar o indice de desempenho, o objetivo passa a ser encontrar uma sequéncia de controles

ug € uj que vai minimizar o Jy (indice):
Jo =13+ 2(ud +d)
0= Ty 5 U Uy ).

Agora, ajustando o problema para aplicar o algoritmo da Programagao Dindmica, obtém-se, como

j& exposto acima, a forma
Trr1 = fr(r, w) = ) + up,
com k=0,1, jA que N = 2.
Os espagos de estados sao Sy = S; = S2 = {0,a,2a,3a} e o espago de controle é o conjunto
Cy = {-2a,—a,0,a,2a}, com k =0, 1.

Fazendo as devidas substitui¢oes de ug em xp1 = x4+ ug, os resultados obtidos para z; = 0 serao:
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To+1 =0+ (—2&) = —2a
To+1 = 0 + (—CL) = —a
Zo+1 =0+0=0

To4+1 =0+a=a

$0+1:0+2a:2a

Desta maneira, os valores que o estado pode assumir, inicialmente, sao {—2a, —a, 0, a,2a}, porém,
somente o 0, a e o 2a estao no conjunto de valores admissiveis devido as restri¢coes impostas.

Apos fazer o processo acima para todos os valores de estados, obtemos a Tabela 1 abaixo.

Tabela 1: Valores de x; e up que dao resultados admissiveis.

T 0 a 2a 3a
Uk(l’k) {0,(1, 2(1} {—(1,0,(1, 2(1} {—2@,—(1,0,(1} {-2&,—(1, 0}

Observando o custo gi(xg,ux) para cada periodo temos que:

gn(zN) = go(x2) = 73;
1

gl(x:hul) - §U%’ €
1 5
go(xo, ug) = S Uo-

A seguir inicia o processo de solugdo comecando com k = N = 2, ja que no algoritmo da PD a
solucdo ¢é iniciada pelo dltimo periodo. Depois o periodo considerado sera o k = N = 1 e, por fim, o

k = N = 0. Teremos os seguintes funcionais para cada perfodo:

Jo(x2) = go(x2) = x%; comzy € Sy = {0,a,2a,3a};

) ) 1
Ji(x1) = min [gi(z1,u1) + J2(fi(z1,u1))] = min [U% + (21 + u1)2} , 1 € S1;
w1 € Uy (z1) u1 € Ur(z1) 2
. . 1
Jo(zo) = min  [go(wo,u0) + J1(fo(zo,u0))] = min [U% + Ji(xo + uo)} , 2o € So.
ug € Up(xo) ugp € Up(zo) 2

Agora, substituindo os valores de zp que estao definidos no espago de estado nos funcionais J
descobrimos os controles 6timos, conforme a Tabela 2. A solugdo completa do exemplo se encontra em

Lewis (1986), sendo possivel visualizar o passo a passo do processo.

Tabela 2: Sequéncia de controle 6timo (uf, u}) e seus custos 6timos, para cada valor possivel de zj.

Zo 0 a 2a 3a
(US’UT) (070) (O,CL) ou (—CL,O) (_aa —CL) (—CL,—CL)
Jg (o) 0 1a? a? 2a>

O uso de softwares computacionais livres para resolver problemas préticos de Matematica e Enge-
nharia é viavel ja4 que o mesmo permite uma melhor visualizacao e compreensao do problema assim
como fornece também praticidade ao processo de solugao, principalmente em problemas que exigem
muitos calculos. Abaixo serdo apresentados os graficos do estado e controle 6timos apds a implemen-
tagao e simulacao do exemplo no software livre GNU OCTAVE. A escolha desse software se deu pela

interface de compreensao parecida com a do MATLAB. O codigo que resolve o problema abaixo se
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encontra disponivel no Github, em < https://github.com/G-mmonteiro/ic >. Para a simulagao consi-
deramos o valor de a = 0,5, N =2 e M = N + 1, o que permitiu a melhor compreensao dos resultados
obtidos. Ainda os valores dos funcionais obtidos via simulagdo computacional sdo:0 para o estado
inicial igual a 0 em J§(zp), 0,1250 para o estado inicial igual a a em J§(zo), 0,2500 para o estado
inicial igual a 2a em Jj(xo) e 0,5000 para o estado inicial igual a 3a em J§(xo).

Estado e controle 6timo, x(0)=0 Estado e controle 6timo, x(0)=a

Estada Estade
—€) Canirole stimo —©) Conirle stimo

“a 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
Periodo Periodo

Figura 1: Estados e controles 6timos para x(0) = 0 e 2(0) = a, respectivamente.

Estado e controle 6timo, x(0)=2"a Estado e controle 6timo, x(0)=3"a

Estado Estado
—%) Gontrale gtimo. —<) Controle étima.

0 05 1 15 2 25 3 o 05 1 15 2 25 3
Periodo Periodo

Figura 2: Estados e controles 6timos para x(0) = 2a e x(0) = 3a, respectivamente.

Analisando as Figuras 1 e 2, e as comparando com a Tabela 2, percebemos que para a = 0,5 o
valor do estado da Figura 1, para z(0) = 0 e para z(0) = a, fornecem resultados iguais ao da Tabela 2,
€ 0 mesmo ocorre com os controles, como era esperado. Os estados da Figura 2, sendo eles z(0) = 2a e
z(0) = 3a, também ilustram solugoes que condizem com a Tabela 2, e 0 mesmo ocorre com os controles
que representam a resposta para o exemplo proposto. Os valores dos funcionais, quando comparados

aos fornecidos pela Tabela 2, em Jj(xp), também fornecem o mesmo resultado.

CONCLUSOES

A Programacao Dindmica é uma técnica eficiente para a resolucido de problemas de controle 6timo
em tempo discreto. O problema do modelo de uma planta foi resolvido computacionalmente no software
livie GNU OCTAVE, mas também poderia ser utilizado outros softwares computacionais, como o
MATLAB que possui licenga privada.

A resolucao do exemplo, feita manualmente ou computacionalmente, apresenta muitas etapas no
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processo de solucao e consequentemente exige muitos céalculos, sendo essa uma caracteristica da Pro-
gramagao Dindmica. O uso de softwares computacionais auxilia e facilita esse processo.
Por fim, o algoritmo da PD também pode ser adequado, modificado e implementado para diferentes

problemas de controle 6timo em tempo discreto que se pretende trabalhar.
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