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RESUMO: Algebra linear é uma area fundamental da matematica com papel crucial em diversas
aplicagdes na robdtica. Este artigo aborda conceitos como vetores, matrizes, sistemas de equacdes
lineares e espacos vetoriais, e sua aplicacdo no controle de bragos roboticos. Também discutimos
a parametrizacao de um robo de trés eixos, destacando seu uso préatico.
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CONCEPTS AND APPLICATION OF LINEAR ALGEBRA IN ROBOTICS

ABSTRACT: Linear algebra is a fundamental area of mathematics with a crucial role in various
robotics applications. This article covers concepts such as vectors, matrices, systems of linear
equations, and vector spaces, along with their application in the control of robotic arms. We also
discuss the parametrization of a three-axis robot, highlighting its practical use.
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INTRODUCAO

A robotica ¢ uma area multidisciplinar que integra diversas ciéncias e engenharia, com a
algebra linear desempenhando um papel crucial no desenvolvimento de sistemas roboticos. Esse
campo matematico fornece as bases necessarias para modelar e resolver problemas de cinematica,
dindmica e controle de robds, especialmente os bragos roboéticos articulados. O artigo explora o
uso da algebra linear na robdtica, abordando temas como a representacdo matricial e sistemas de
equagdes lineares, com exemplos praticos que demonstram sua aplica¢do no controle e operacao
de robos. O objetivo ¢ destacar a importancia dessa ferramenta matematica para aplicagdes
cotidianas.

MATERIAL E METODOS

O estudo comegou com uma revisao da literatura sobre algebra linear aplicada a robdtica,
abordando conceitos como matrizes, operagdes matriciais € espaco vetorial. Com base nisso, foi
desenvolvida uma aplicagdo conceitual para movimentar um brago robotico, modelado com
matrizes de transformag¢do homogénea, permitindo rotagdes e translagdes, com o intuito final de
posicionar a ponta do braco robdtico em outro local (Boldrini, Costa, Figueiredo, 2006).

Conforme explanado na introdugdo, a aplicagdo de Algebra Linear no decorrer do
trabalho, sera voltada para robdtica, portanto os conceitos que serdo listados a seguir, serdo
somente 0s quais necessitaremos para atingir o objetivo da programacdo do Robd:

Matrizes: As matrizes sdo amplamente utilizadas na algebra linear e em muitas outras
areas da matematica e das ciéncias. Elas sdo usadas para representar sistemas de equacdes
lineares, transformagdes lineares, dados tabulares ¢ muito mais.

Matriz identidade: A matriz identidade ¢ uma matriz quadrada em que todos os
elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os demais elementos sao iguais a 0. Ela ¢ denotada
por I ou In, onde n ¢ a ordem da matriz.

Operacoes de matrizes: As operacdes basicas de matrizes incluem adigdo, subtragdo e
multiplicagdo. A multiplicagdo de matrizes é uma operagdo importante, mas sujeita a regras
especificas em relacdo as dimensdes das matrizes.

Operacoes elementares de matrizes: As operacdes elementares de matrizes sdo usadas
para simplificar sistemas lineares, encontrar inversas de matrizes e outras manipulacdes. Elas
incluem trocar duas linhas, multiplicar uma linha por um escalar ¢ somar um multiplo de uma
linha a outra.

Espaco vetorial: Um espaco vetorial ¢ um conjunto de vetores que sdo fechados sob a
adicdo vetorial e a multiplicagdo por escalar, satisfazendo véarias propriedades, como
comutatividade, associatividade e distributividade (Boldrini, Costa, Figueiredo, 2006).

MATRIZES E SISTEMAS LINEARES

Conceito de Matriz

Na algebra linear, as matrizes sdo estruturas fundamentais usadas para representar e
resolver sistemas de equacdes lineares. Uma matriz ¢ uma tabela retangular de numeros
organizados em linhas e colunas, ¢ as matrizes explanadas abaixo, assim como seus conceitos,
serdo apenas os necessarios para nossa aplicagdo em algebra linear. Sendo assim, existem diversos
outros casos em que podemos aplicar matrizes e modelar as mesmas (Callioli, Domingues, Costa,
2017).

Formalmente, uma matriz m x n € uma cole¢do de m linhas e n colunas de nimeros, a
seguir esta representada uma matrizde m =3 en = 3:
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ai1 Q12 Qg3
Azyz = [G21 Q22 Q23
azp Gz 04sz3
Matriz Transposta

A transposicao de uma matriz € uma operagdo fundamental na algebra linear. Ela consiste
em trocar as linhas de uma matriz pelas suas colunas, resultando em uma nova matriz.
Formalmente, dada uma matriz A com m linhas e n colunas, a transposta de A, denotada por AT,
¢ uma matriz com n linhas e m colunas, onde cada elemento [al- j] de A ¢ colocado na posigdo

[aﬁ] de AT (Callioli, Domingues, Costa, 2017).

Por exemplo, se tivermos a matriz:

3 5 7
Az =4 6 8
5 7 9

sua transposta AT sera:

3 45
AT33 =15 6 7
7 8 9

A transposi¢do de uma matriz possui varias propriedades importantes:
1. A transposta da transposta de uma matriz é igual a matriz original: (AT)T=A.

2. A transposta da soma de duas matrizes é igual a soma das transpostas das matrizes:
(A+B)" = A" +BT.

3. A transposta do produto de duas matrizes ¢ igual ao produto das transpostas, mas na
ordem inversa: (AB)T = BTAT.

A transposicao ¢ uma operacao importante na manipulacdo de matrizes e é frequentemente
usada em calculos matriciais ¢ em aplicagdes como transformagdes lineares e sistemas de
equacgoes lineares.

Matriz Identidade

Uma matriz identidade, denotada por I ou In, ¢ uma matriz quadrada em que todos os
elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os elementos fora da diagonal principal sdo iguais
a 0. Em outras palavras, uma matriz identidade é uma matriz em que todos os elementos sdo zero,
exceto os elementos da diagonal principal, que s@o iguais a 1 (Callioli, Domingues, Costa, 2017).

Por exemplo a matriz:

100
Az =10 1 0
00 1

A matriz identidade é caracterizada por ter a propriedade especial de ser o elemento neutro
da multiplicagdo de matrizes. Isso significa que para qualquer matriz quadrada A de ordem n, a
multiplicagdo de A pela matriz identidade In resulta em A:

A-In=In-A=A

Isso ocorre porque, ao multiplicar uma matriz por um elemento da diagonal principal da
matriz identidade, obtemos o proprio elemento da matriz. E, ao multiplicar uma matriz por um
elemento fora da diagonal principal da matriz identidade (que € zero), obtemos zero, o que ndo
afeta a matriz original (Callioli, Domingues, Costa, 2017).
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Operacoes de Matrizes

As operagdes com matrizes sdo essenciais na algebra linear e sdo utilizadas em uma
variedade de aplicagdes, como sistemas de equagdes lineares, transformagdes lineares,
computacdo grafica, estatistica e muitas outras areas. A operagdes abordada e explanada, foi

somente a necessaria para o desenvolvimento do objetivo final (Callioli, Domingues, Costa,
2017).

Multiplica¢ao de Matrizes:

A multiplicacdo de matrizes ¢ uma operagdao mais complexa e requer que o numero de
colunas da primeira matriz seja igual ao niumero de linhas da segunda matriz. Se A ¢ uma matriz

m X n e B éuma matriz n X p, entdo o produto de A por B resulta em uma matriz C de dimensao
m X p, exemplo (Callioli, Domingues, Costa, 2017):

1.0 0
A:[1 -1 2]eBzo 10
3 -2 0 0 0 1
1.0 0

AxB:[1 -1 2]xo 10
-3 -2 ol * | o]

Multiplicamos as linhas da Matriz A, pelas colunas da Matriz B:
_[1 -1 2
¢= [—3 -2 0]
APLICACAO DE ALGEBRA LINEAR NA ROBOTICA

Vamos considerar um brago robotico com trés juntas rotativas (ou seja, um robo de trés

graus de liberdade) e que queremos calcular a posicao e a orientagdo da parte final (a ponta do
brago mecanico) com base nos dngulos das juntas.

Seguindo o exemplo, consideraremos que os 3 eixos do robd, rotacionam e nao ha orientacao
especifica para as juntas do robo em sua posicao inicial, sendo nosso objetivo alcangar um objeto
que se encontra na posicdo (2,1,3) no espago, suponha que o primeiro brago tenha um
comprimento de 1 metro, o segundo brago tenha um comprimento de 0,8 metros e o terceiro brago

tenha um comprimento de 0,6 metros. Vamos usar esses valores para definir as posi¢des das
articulagdes no espaco:

e Os vetores posicio sio:
e Articulagdo 1: p* = [0,0,0]
e Articulagdo 2: p? = [1,0,0], onde 1 é o comprimento do primeiro brago.
e Articulagdo 3: p3 = [1.8,0,0], onde 1.8 é a soma de 1+0,8.

A posigao final da ponta do brago deve incluir o comprimento adicional do terceiro brago
a partir da ultima articulagdo:

e Comprimento adicional do terceiro brago: [0.6,0,0]

Os vetores orientacao sdo inicializados como zero, pois ndo estamos considerando
orientagdes especificas para as juntas neste exemplo:

e q'=1[0,0,0]
e ¢*>=100,0]
¢ ¢°=100,0]
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Esses valores definem a geometria inicial do brago robotico, com a articulagdo 1 localizada
na origem e as articulagdes 2 e 3 se estendendo ao longo do eixo x. O objetivo é mover a
extremidade do braco para o ponto (2, 1, 3) no espago.

Calculo das matrizes de transformacio homogénea:

100 0 10 0 1 10 0 1 10 0 1
010 0 010 0 010 0 010 0
Tiloo o1 o/”2fo0 0 1 o[”]o 0 1 o[”T+|o 0 1 o
00 0 1 00 0 1 00 0 1 00 0 1

A matriz de transformagdo homogénea para a articulagao 1 (T;), ¢ a matriz identidade,
pois ndo ha deslocamento ou rotagdo, o restante possui posi¢ao definida. Em sequéncia fazemos
as multiplicacdes das matrizes:

1 0 0 O 1 0 0 1 1 0 0 1
Ty, =TixT, = 8 é 2 8 X 8 é (1) 8 = 8 (1) (1) 8 — Mult.de Matrizes
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 0 0 08 1 0 0 18
T1,xT3 = 8 (1) 2 8 X 8 é 01 8 } = 8 é 01 8 — Mult.de Matrizes
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 1.8 1 0 0 0.6 1 0 0 24
Ti23xT, = 8 (1) 01 8 X 8 é 01 8 ] = [8 (1) 01 8 — Mult.de Matrizes
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Para calcular T, realizamos a multiplicacao das matrizes de transformagdo homogénea de
cada articulagdo T1, T2 ¢ T3, onde:

e T, representa a posicdo e orientagdo da primeira junta do robd (na base) em relacdo ao
sistema de coordenadas global.

e T, representa a posi¢do ¢ orientagdo da segunda junta do robé (final do primeiro brago)
em relacdo ao sistema de coordenadas global e assim respectivamente para T3 e Ty.

Ao multiplicar essas matrizes, obtemos a matriz de posi¢do final que descreve a posi¢ao
e orientacdo da extremidade do terceiro braco do robo no espago em relagdo ao sistema de
coordenadas global.

Portanto, realizando a multiplicacdo de matrizes, obtemos:
2.4
Posicao final=T = | 0
0

Com a matriz final, vocé tem a descrigdo completa da posicdo e orienta¢do da extremidade
do terceiro brago do rob6 no espago para alcangar o ponto (2,1,3). Para utilizar essa informagao
em um robd real, voc€ precisa converter essa matriz em comandos especificos para cada junta do
robo, considerando a cinematica inversa (Costa, 2021).

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados obtidos demonstraram claramente a eficacia dos conceitos de algebra linear
na movimentagdo e controle de sistemas robdticos, especialmente no contexto da manipulagdo de
um brago roboético. A simulagdo mostrou que o uso de matrizes de transformagao homogénea para
modelar as rotacdes e translagdes no espago tridimensional permitiu alcangar a posi¢ao final do
brago robotico com alta precisdo. Embora os resultados gerais tenham sido positivos, algumas
limitacdes foram identificadas. A principal limitacdo do modelo foi a suposi¢do de que o brago
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robotico opera em um ambiente controlado ¢ idealizado, sem considerar fatores como forgas
externas, fric¢do nas juntas ou deformagdes estruturais. Em ambientes reais, esses fatores podem
introduzir erros adicionais que precisam ser compensados por meio de técnicas mais avangadas,
como controle dindmico, uso de sensores de feedback ou algoritmos de aprendizado de maquina
que permitem ao robd adaptar-se as condi¢des variaveis do ambiente.

Um exemplo comum dessas solugdes em pratica € a aplicacdo de sensores de forga e
torque em robods industriais, que permitem monitorar as forcas atuantes nas juntas e ajustar os
comandos em tempo real. Dessa forma, o robd pode corrigir sua trajetoria e compensar as forgas
externas, resultando em um desempenho mais robusto.

Em resumo, os resultados deste estudo confirmam que os conceitos de algebra linear sdo
fundamentais para o controle preciso e eficiente de sistemas robdticos, € que sua aplicagdo pratica
pode ser realizada com sucesso em diversas situacdes, desde operacdes simples até tarefas
complexas em ambientes dindmicos e incertos.

CONCLUSOES

Em resumo, o trabalho explorou de forma abrangente a aplicacdo crucial da algebra linear na
robotica, demonstrando como os conceitos fundamentais dessa disciplina sdo essenciais para a
parametrizagdo e controle eficiente de um robd de trés eixos. Através da analise matematica
detalhada, foi possivel compreender como as transformagdes lineares sdo utilizadas para mapear
coordenadas de entrada em movimentos precisos do robo no espaco. Além disso, a utilizacao de
matrizes de rotacdo e translagdo permitiu a manipulacdo eficiente das coordenadas de pontos no
espaco.

Por fim, a aplicagdo pratica desses conceitos foi demonstrada em um exemplo especifico,
onde um robd de trés eixos com comprimentos diferentes de bragos foi parametrizado para atingir
um ponto desejado no espaco. Esse exemplo ilustrou claramente como a algebra linear pode ser
utilizada na préatica para resolver problemas de cinematica direta em robotica, mostrando seu
papel fundamental no desenvolvimento e controle de sistemas robdticos avangados.
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