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RESUMO: Este trabalho aborda a resolucdo do modelo classico predador-presa de Lotka-Volterra
utilizando o método numérico de Runge-Kutta nas suas variantes de segunda e quarta ordem.
Primeiramente foram aplicados para analisar o caso particular de uma popula¢do composta apenas de
presas. Nesse caso, a populacdo de presas pode ser descrita por uma Unica equacdo diferencial, cuja
solucdo analitica mostra um crescimento exponencial para esta espécie. As solu¢fes Runge-Kutta sao
comparadas com a solucdo analitica mostrando que a de quarta ordem é mais precisa. Assim passa-se a
utilizar somente a técnica de quarta ordem. O método Runge-Kutta de quarta ordem foi entdo aplicado
ao modelo predador-presa. Foram verificados 0s comportamentos das solugdes para trés condicdes
iniciais diferentes. Os resultados obtidos mostraram-se coerentes com a literatura sobre o modelo,
mostrando que o método é eficaz na resolucao dessas equacdes diferenciais.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo predador-presa; Lotka-Volterra; Runge-Kutta de segunda ordem;
Runge-Kutta de quarta ordem.

RUNGE-KUTTA METHOD APPLIED TO THE PREDATOR-PREY MODEL

ABSTRACT: In this study, the solution of the classical Lotka-Volterra predator-prey model using the
Runge-Kutta numerical method in its second and fourth-order variants. Initially, these methods were
applied to analyze the particular case of a population consisting only of prey. In this case, the prey
population can be described by a single differential equation, whose analytical solution shows
exponential growth for this species. The Runge-Kutta solutions were compared with the analytical
solution, showing that the fourth-order method is more accurate. Therefore, only the fourth-order
technique was used. The fourth-order Runge-Kutta method was then applied to the predator-prey model.
The behaviors of the solutions were examined for three different initial conditions. The results obtained
were consistent with the literature on the model, demonstrating that the method is effective in solving
these differential equations.

KEYWORDS: Predator-prey model; Lotka-Volterra; Second-order Runge-Kutta; Fourth-order Runge-
Kutta.

INTRODUCAO
O modelo predador-presa, proposto independentemente por Lotka e Volterra [1,2], tem sido
aplicado com sucesso no estudo da dindmica de populacdes de espécies interagentes. Matematicamente,
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0 modelo predador-presa consiste em duas equagdes diferenciais uma para os predadores e uma para as
presas [3]. A partir de condigdes iniciais especificadas, a resolugdo das equagdes diferencias fornece a
evolugédo temporal da densidade populacional de cada uma das populagdes [4]. Esta modelagem
deterministica descreve a dindmica das populag@es do sistema e, tem como resultado, oscilagGes estaveis
para as populac@es de predadores e presas [5]. A persisténcia destas oscila¢des durante um tempo longo
vem sendo testada tedrica e experimentalmente [6]. Métodos analiticos e/ou numéricos tem sido
aplicados na resolucdo e andlise das equacBes do modelo predador-presa [3]. O método numérico
Runge-Kutta desenvolvido por volta de 1895 pelos matemaéticos alemdes Carl David Tolmé Runge e
Martin Wilhelm Kutta [7,8] sdo particularmente Gteis para esta tarefa uma vez que combinam
simplicidade computacional e precisdo nos resultados. Neste trabalho foi aplicado o método Runge-
Kutta de segunda e de quarta ordem para obter as solucbes das equagdes diferenciais do modelo
predador-presa. Num primeiro momento, optou-se por considerar uma populacdo somente de presas,
uma vez que a solucdo analitica é exata (uma exponencial crescente) e pdde ser usada para validar a
solugdes Runge-Kutta de segunda e de quarta ordem. O mesmo foi feito para uma populagdo somente
de predadores (cuja solucao exata é uma exponencial decrescente como o tempo). Finalmente, 0 método
de quarta ordem foi aplicado para resolver o sistema completo.

MATERIAL E METODOS
Modelo predador-presa

O modelo predador-presa descreve a relacdo dindmica da interacdo entre predadores e presas
em um ecossistema e a evolucdo temporal destas populages. As suposigdes basicas contidas na sua
formulacéo podem ser apresentadas da seguinte forma:

v A populagdo de presas tem alimentagdo abundante e cresce exponencialmente na auséncia de
predadores.

v' Aalimentacdo dos predadores é composta exclusivamente das presas.

v/ A taxa de crescimento ou de decréscimo populacional para ambas as espécies é diretamente
proporcional ao tamanho de sua prdpria populagéo.

v As condigdes ambientais sdo as mesmas para as duas espécies e ndo favorecem nenhuma das
espécies.

v" A alimentacdo dos predadores é limitada apenas pela disponibilidade da presa.

Matematicamente, modelo predador-presa pode ser definido a partir das equacdes diferenciais
deterministas:

ax

—=aX — XY (1)

S =yxy - oY )
X(t) e Y(t) sdo as densidades da popula¢do de presas e predadores respectivamente, o ¢ a taxa de
crescimento da populacdo de presas, p é a taxa de decréscimo de presas devido ao encontro com
predadores, y ¢ a taxa de crescimento populacional dos predadores devido a predagdo e o € a taxa de
mortalidade de predadores. Para obter solucdo destas equagdes foi usado o método Runge-Kutta que

seré descrito a seguir.

Método Runge-Kutta
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No método de Runge-Kutta, busca-se uma melhor estimativa da derivada com a avaliacdo da
fungdo em muitos pontos. De modo geral, 0 método de Runge-Kutta é dado por:

Yn+1 =Ynth (%)
3)

na qual (dx/dt) é a inclinagdo no interior do subintervalo de tamanho h. A ordem do método indica o
namero de pontos usados em um subintervalo para estimar o valor da inclinacéo, isto é, o0 método de
Runge-Kutta de segunda ordem utiliza a inclinagdo em dois pontos, 0 método de terceira ordem utiliza
trés pontos, e assim por diante. Por exemplo, no Ruge-Kutta de segunda ordem a inclinacéo é calculada
da seguinte forma:

k = hf Cn, yn) (4)
e
1 1
Yne1 = Yn t hf (xn +§h: Ynt Ek)
(%)
Assim, 0 método Runge Kutta de quarta ordem é dado por:
Yn+1 = (kl + 2k; + 2k5 + ky)
(6)
Com
ky = fl(xn'Yn) 1
kz = f <xn + _h, yn + _hkl)
2 2
1 1
ks = f (30 +3h, yu + 3 hky) (7)

ky = f(xn + h, yn + hks3)

RESULTADOS E DISCUSSAO

O método Runge-Kutta de segunda e de quarta ordem foi aplicado ao modelo predador-presa.
Computacionalmente o método segue o algoritmo RK:
a. O procedimento comega com a defini¢do dos valores iniciais das variaveis, Xoe Yo, Ou seja, as
populagdes iniciais de presas e predadores.
b. S&o escolhidas as taxas de crescimento e decréscimo das populac@es: a, B, y € 6 e valor do passo
de tempo h, partindo do tempo inicial 0.
c. O tempo é incrementado do valor h.
d. A cada incremento de tempo, sdo atualizados os valores de X e Y conforme as equacdes (4) e
(5) para 0 método de segunda ordem e conforme as equagdes (6) e (7) para a quarta ordem.
e. O procedimento é repetido a partir do passo c até o tempo final escolhido.
A seguir o procedimento é aplicado a dois casos de solugdo analitica conhecida.
Primeiro caso: 0 modelo constituido apenas de presas, sera descrito por uma Unica equagdo
diferencial,

E =aX (8)
Cuja solucdo analitica é uma funcéo exponencial crescente,

X = Xoe¥tt) 9)
Isso mostra que, na auséncia de predadores, o crescimento da populagdo de presas se torna

exponencial.
Segundo caso: na auséncia de presas, a evolucao temporal da populacdo de predadores pode ser
representada pela seguinte equacao:
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dy
== sy (10)

Tendo como solugédo uma funcdo exponencial decrescente:
Y = Yye 8t-to) (11)

A figura 1 mostra as solucgdes analitica, equacdo (9) e (11), comparada com a solu¢do numérica das
equacdes (8) e (10), obtidas pelo método Runge-Kutta de segunda, equacgdes (4) e (5) e de quarta
ordem, equagdes (6) e (7). Os parametros utilizados foram a=1, &=1 e condig@es iniciais Xo= 1, Yo=1.
O passo de tempo escolhido foi h=0.01.
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Figura 1. SolugGes analiticas e numéricas para as equacdes (8) e (10). As condi¢es iniciais foram
Xo=1,Yo= 1. As taxas de crescimento da populacdo de presas a=1, e, de decréscimo de predadores na
auséncia de presas =1 e 0 passo de tempo tomado como h=0.01.

Afinal, a integragdo numérica das equagdes (1) e (2) utilizando o método Runge-Kutta de quarta
ordem, conforme descrito no algoritmo RK, permite a visualizacdo na dindmica das populagdes de
predadores e presas. A série temporal retrata a natureza oscilatéria do sistema, Figura 2.
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Figura 2: VariacGes das populactes de presa (curva azul) e de predador (curva verde) em relacdo ao
tempo t para a condiges inicial (Xo=1.0, ¥0=2.0) , (Xo =2, Yo =1) e (X0 =1, Yo =0.5).

A figura 3 representa como a populagéo de predadores se altera em funcédo de diferentes populagdes de
presas. O centro da figura (ponto de equilibrio) representa a média da populacdo de predadores e de
presas, em torno da qual orbitam as duas populagdes. Neste modelo a 6rbita permanece estavel.
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Figura 3: Retrato de fases, mostrando a variagdo ciclica das populagdes descritas pelo modelo de
predador-presa (2) para as condigdes iniciais (xo =1.0, yo =2.0), (Xo =2, Yo =1) e (X0 =1, yo =0.5).
CONCLUSOES

A partir dos resultados apresentados pode-se concluir que o método Runge-Kutta foi eficiente
para resolver as equacdes diferenciais que representam o modelo predador-presa. O método de quarta
ordem apresentou melhores resultados, comprovados nos casos particulares em que havia auséncia de
uma das populagdes, e por isso foi aplicado para resolver as equa¢des completas. A série temporal assim
obtida mostrou 0 comportamento oscilatério padrdo deste modelo.
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