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RESUMO: Este artigo tem como objetivo mostrar como os axiomas de separagao se aplicam em
espagos metrizéveis. Sao apresentados definigdes base para o estudo de espagos métricos e topologia,
como também dois resultados da aplicacao de alguns axiomas de separagao em espagos metrizaveis e
um exemplo de um espago nao metrizavel.
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INTRODUCTORY STUDY ON TOPOLOGY: SEPARATION AXIOMS IN
METRIZABLE SPACES

ABSTRACT: This article aims to show how the separation axioms apply in metrizable spaces. Basic
definitions for the study of metric spaces and topology are presented, as well as two results from the
application of some separation axioms in meterizable spaces and an example of a non-meterizable
space.
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INTRODUCAO

Um conjunto munido de uma funcao que define a distancia entre quaisquer dois de seus elementos
é chamado de espago métrico, sendo essa funcao chamada de métrica. Em decorréncia dessa métrica é
possivel defini¢oes como de conjuntos abertos e conjuntos fechados, bases para o estudo da topologia.

E importante notar que uma topologia em um conjunto é definida como uma colecdo de subcon-
juntos abertos desse conjunto, que chamamos de espaco topologico. E possivel que, em um espaco
métrico, a métrica gere uma topologia para esse conjunto, assim teremos uma topologia induzida pela
métrica e esse conjunto serd chamado de espago metrizavel.

Nesse espacos, tanto topologicos quanto metrizaveis, podemos pensar dados dois pontos, ou conjun-
tos, o quanto distinguiveis eles sao nessa topologia, para isso usamos os axiomas de separa¢ao. Neste
trabalho estudaremos os axiomas de separagao aplicados em espagos metrizaveis e nao metrizaveis.

MATERIAIS E METODOS

O trabalho foi desenvolvido a partir de uma revisao bibliografica em livros relacionados tanto a
espagos métricos quanto & topologia. Os estudos comecaram com a base de espagos métricos, seguindo
para a area de topologia e aprofundandos nos axiomas de separac¢ao. Depois disso, uniu-se os conheci-
mentos em topologia e espagos métricos, estudando a aplicagao dos axiomas em espagos metrizaveis.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Comegamos o estudo de espagos métricos com defini¢oes de métrica, bolas aberta e fechada e
conjuntos aberto e fechado, que servirao como base para a continuidade do estudo.

Definicao 1. Uma métrica num conjunto X é uma fungao d : X x X — R, que associa a cada par
ordenado de elementos x,y € X um ntmero real d(z,y), chamado a distdncia de x a y, de modo que
sejam satisfeitas as seguintes condi¢oes para quaisquer z,y,z € X

(i)
(ii) Se = # y, entao d(x,y) > 0;
(iii) d(z,y) = d(y,);

(iv) d(z,y) < d(z,2)+d(y,2).

d(z,z) = 0;

A nocao de bola é fundamental no estudo dos espagos métricos, como também o de vizinhanga,
que podem ser utilizados nas defini¢goes dos axiomas e nas demonstragoes.

Definigao 2. Seja a um ponto num espago métrico X. Dado um nidmero real r > 0, definimos:

(i) O conjunto B(a;r) dos pontos de X cuja distancia ao ponto a é menor do que r serda a bola
aberta de centro a e raio r. Ou seja;

B(a;z) ={z € X;d(z,a) <71}

(ii) O conjunto Bla;r| dos pontos de X cuja distancia ao ponto a é menor do que ou igual a r sera
a bola fechada de centro a e raio r. Ou seja;

Bla;x] = {z € X;d(z,a) <r}

(iii) O conjunto S(a;r) dos pontos de X cuja distancia ao ponto a é igual a r serd a esfera de centro
a e raio r. Ou seja;
S(a;z) ={z € X;d(x,a) =1}

Para os conceitos de conjunto aberto e conjunto fechado é necessério saber as defini¢oes de pontos
interiores e aderentes, como também do interior e fecho de um conjunto.

Definicao 3. Um ponto a se diz interior a um conjunto X, munido de uma métrica d, quando é
centro de uma bola aberta contida em X, ou seja, quando existir > 0 tal que d(z,a) <r — z € X.
O conjunto dos pontos que sao interiores a X é chamado de interior, denotado por int X. Portanto,
escrever a € int X é o mesmo que afirmar que o ponto a ¢é interior a X.

O conjunto X serda um conjunto aberto quando todos os seus pontos sao interiores. Ou seja, int X =
X.

Com essas defini¢oes podemos dizer que o conjunto V, sera a vizinhanca de um ponto x € X quando
x € int X. Isto é, que V,, contém um conjunto aberto que contém =x.

Definigao 4. Um ponto a diz-se aderente a um conjunto X, munido de uma métrica d, quando, para
todo € > 0, tem-se B(a;e) N X # @.

O conjunto dos pontos que sao aderentes a X ¢ chamado de fecho, denotado por X. Portanto, escrever
a € X é o mesmo que afirmar que o ponto a é aderente a X.

O conjunto X serd um conjunto fechado quando todos os seus pontos sao aderentes. Ou seja, X = X.

As defini¢bes base para o estudo de topologia serao de topologia e base para uma topologia de um
conjunto.

Definicao 5. Uma topologia num conjunto X é cole¢do 7 de subconjuntos de X satisfazendo as
seguintes propriedades:
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1. @ e X estao em T;
2. A unido dos elementos de qualquer subcolecao de 7 esta em T;

3. A interseccao dos elementos de uma quantidade finita de subcolcoes de 7 estd em 7.

Assim, um espago topolégico é um par ordenado (X, 7) que consiste em um conjunto X e uma topologia
Tem X.

Se X é um espago topoldgico com uma topologia 7, dizemos que o subconjunto U de X é um
conjunto aberto de X se U pertence a colegao 7. Usando essa terminologia, podemos dizer que um
espago topoldgico é um conjunto X munido de uma colecao de subconjuntos de X, chamados de
conjuntos aberto, em que o @ e o X sao abertos, e que unioes arbitrarias e inteseccoes finitas de
conjuntos abertos sao abertas.

Normalmente é dificil especificar a topologia de um conjunto descrevendo toda a colecdo 7 de
conjuntos abertos. Na maior parte dos casos, especifica-se, em vez disso, uma colecao menor de
subconjuntos de X, que chamamos de base, e define-se o topologia nos termos dela.

Definigao 6. Seja X um conjunto, uma base para a topologia do conjunto X é a colecao B de
subconjuntos de X (chamado de elementos bésicos), tal que:

1. Para cada x € X, existe pelo menos um elemento basico B contendo x;

2. Se x pertence & interseccao de dois elementos bésicos By e Bs, entdo existe um elemento basico
Bjs contendo x tal que Bs C B; N Bos.

Se B satisfaz essas duas condigoes, entao definimos a topologia 7 gerada por B como: um sub-
conjunto U de X é dito aberto em X (isto é, serd um elemento de 7) se para cada x € U existe um
elemento basico B € B tal que x € B e B C U. Note que cada elemento béasico ¢ um elemento de 7.

Os axiomas de separacao dizem sobre o uso de significados topologicos para distinguir conjuntos
disjuntos e pontos distintos. N&o é o suficiente, para elementos de espagos topologicos, que dois pontos
sejam distintos, é necessario que que as suas vizinhancgas sejam disjuntas. Bem como, nao é o suficente
que dois subconjuntos de um espago topoldgico sejam disjuntos, é necessarios que eles sejam separados.

Ha outros axiomas além dos que serao apresentados nesse trabalho, porém foram estudados apenas
o espagos 1y, 11 e Th.

Definigao 7. Seja um espago topologico (X, 7), dizemos que:

(i) X é um espago Ty, ou Espag¢o de Kolmogorov, se quaisquer dois pontos distintos em X sao
topologicamente distinguiveis, ou seja, sejam V,, V, as vizinhancas dos pontos x e y, tal que
z,y € X e x # y, temos

AUerT:zecUCV,CX:y¢V,

ou
dSer:yeSCV,CX:x¢V,

(ii) X é um espago T1, ou Espaco de Fréchet, se quaisquer dois pontos distintos em X sao sepa-
rados, ou seja, sejam x,y € X, com x # y, temos

dUer:xelU,yg¢U
dSer:yeSx¢s

Sendo equivalente dizer que todo conjunto unitario é um conjunto fechado.

(ili) X é um espago T, ou Espa¢o de Hausdorff, se quaisquer dois pontos distintos em X sao
separados pela vizinhanga, ou seja, sejam z,y € X, com & # y, temos

3V, V,CX,3U,Ser:2€UCV,, yecSCV,: VNV, =2

sendo V., Vy, as vizinhancas dos pontos x e y.
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Espaco de Kolmogorov Espaco de Fréchet Espaco de Hausdorff

Figura 1: Relacao entre dois pontos e suas vizinhancas nos espacos de Kolmogorov, de Fréchet e
Hausdorff.

A Figura 1 mostra como os pontos, em cada espago apresentados, se comporta a partir dos sub-
conjuntos definidos e suas vizinhancas.
O Teorema mostré a relacao entre os trés espagos mostrados.

Teorema 1. Seja (X, 7) um Espago de Hausdorff (T>), entao (X, 1) serd também um Espago de Fréchet
(Ty) e um Espago de Kolmogorov (Tj).

Demonstragao. (Ta = T1) Como (X, 7) é um espago de Hausdorff temos que, com z,y € X e x # y
IV, V,CX,3U,Secr7:2cUCV,, yeSCV,:UNS=0
Como U NS = @, segue da definicdo de conjuntos disjuntos
relU = z ¢S

yeS = y¢U

Portanto, se z € U,y € V, entao
dUer:xe€lUyg¢U

3Ser:yeSz¢ S
Que ¢é a definigdo de um Espacgo de Fréchet (77).

(Th = Tp) Como (X, 7) sera um Espaco de Fréchet, temos que, com z,y € X e x # y
dUer:xclUyg¢U
3Ser:yeSx¢sS
Usando a regra de logica de simplifiacacao, temos que
dUer:xclUyg¢U
A partir disso, usando a regra de logica de adigao, temos que
dUer:xeclUyg¢U

ou
dSer:yeSaz¢ s

Que ¢é a definigdo de um Espago de Kolmogorov (7p). O]

Utilizando a métrica d de um espago X podemos definir uma topologia T para esse conjunto
utilizando a métrica d estabeleciada. Assim, encontrando uma topologia induzida por uma métrica e
um espago metrizavel.
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Definigao 8. Seja X um conjunto munido da métrica d, entao a colegao de bolas abertas By = (z,¢),
para x € X e € > 0, é uma base para a topologia em X, chamada de topologia induzida por uma
métrica.

Definigao 9. Se (X, 7) é um espago topologico, X sera dito metrizavel se existe uma métrica d no
conjunto X que induz a topologia 7. Um espaco métrico é um espago metrizavel X munido de uma
métrica especifica d que gera a topologia de X.

O préximo Teorema mostrd como um espago metrizavel se comporta nos axiomas de separagao
apresentados.

Teorema 2. Seja (X, 7) um espago metrizivel munido de uma métrica d, tal que a topologia T €
induzida pela métrica d. Entao, o espago X é um espago de Hausdorff, de Fréchet e de Kolmogorov.

Demonstra¢ao. Comegamos a demonstragao com o Espago de Hausdorff.
Seja (X, 7) um espago metrizavel munido de uma métrica d, tal que a topologia 7 ¢ induzida pela
métrica d. Entao, o espaco X é um espaco de Hausdorff.
Suponhamos que X nao é Hausdorff, ou seja,
Jx,y € X : z # y tal que:
Ve e Rye > 0:3z € Bo(x) N B(y)

Em que B.(z) é a bola aberta de z em X.

d(z,y)
2

Seja r = e z € B.(z) N B, (y), pela definigdo de intersecgao de conjuntos, temos:

z € Br(x) e z € By(y)
Pela defini¢do de bola aberta, temos:

dz,z) <r e d(y,z) <r

= d(x,z)+d(y,z) <2r
= d(z,2) +d(y,z) < d(z,y)

Chegamos, assim, em um absurdo, afinal contradiz o axioma (iv) dos Axiomas 1 de Espacos Métricos.
O absurdo surgiu ao assumirmos que o espago X néo é um espago de Hausdorff. Portanto, X é um
espago de Hausdorff.

A partir do Teorema 1, como X é um espago de Hausdorff, podemos afirmar também que X é um
espago de Fréchet e um espaco de Kolmogorov.

Portanto, se (X, 7) é um espago metrizavel munido de uma métrica d, tal que a topologia 7 ¢ induzida
pela métrica d. Entao, o espago X é um espaco de Hausdorff, de Fréchet e de Kolmogorov. O

H4 espagos nao metrizaveis que nao iram cumprir nenhum axioma de separacao, outros podem
cumprir algum axioma mais "fraco"(como o Espago de Kolmogorov). H& consequéncias que esses
espagos vao sofrer por ndo cumprir determinado axioma, como por exemplo a perda de unicidade de
limite em espagos que nao sao, pelo menos, Espacos de Hausdorff.

Observe, por exemplo, o conjunto R dos nimeros reais e 7 = {@} U {X C R : R\ X finito} uma
topologia em R, chamada topologia cofinita. Tal topologia é nao metrizavel e podemos demonstra-la
por absurdo.

Suponha que R ¢é infinto e a topologia cofinita esta associada a uma métrica d. Sejam x, y elementos

d
distintos de R e seja ¢ = (z,9) € R*.

Como B(z,¢) e B(y, ) sao abertos, R\ B(z,¢) e R\ B(y,¢) sao finitos. Portanto B(z,¢) e B(y,¢)
sao infinitos.
Se existisse z € B(z,¢) N B(y,¢), entdo

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) < 2e =d(x,y)
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o que é absurdo. Logo B(z,e) N B(y,e) = @. Donde B(z,e) C R\ B(y,¢), o que é absurdo, pois
B(z,¢) ¢ infinito enquanto R\ B(y, e) ¢é infinito.

O absurdo surgiu de supormos que a topologia cofinita esté associada a uma métrica d. Portanto,
a topologia cofinita ndao é metrizéavel.

Esse espaco topologico nao serd um espaco de Hausdorff. Afinal sejam z,y pontos distintos em R.
A vizinhanca V,, do ponto x serd um conjunto aberto, portanto R\ V, é finito. Portanto, para que V,
vizinhanga do ponto y, seja disjunto de V;, a vizinhanca de y teria que ser finita, o que tornaria R\ V},
infinito, assim V}, nao seria aberto, o que é um absurdo.

Podemos definir nesse espago topologico uma sequéncia injetora (x, : n € N), entdo a sequéncia
converge para x, para todo x € R. Podemos demonstrar isso pegando um ponto z € R e V,, entao
R\ V, é finito. Como (z,, : n € N) é injetora, existe N tal que z,, ¢ R\ V, para todo n > N. Como
V, € uma vizinhanca aberta arbitraria, segue que (x, : n € N) converge para z.

Para que o limite seja tnico precismoa de axiomas de separacao em que os abertos nao separem
apenas os pontos, mas que separem as vizinhangas desses pontos, como o espaco de Hausdorff. Por
esse motivo no espago topologico (R, 7), com a topologia cofinita, os limites das sequéncias injetoras
nao sao unicos.

CONCLUSOES

A partir dos estudos apresentados, notou-se a importéncia do estudo de espagos métricos para a
topologia. De fato, os conceitos de bolas abertas e fechadas, esferas, conjuntos abertos e fechados
e vizinhancas sao muito utilizados, sendo importantes para algumas definicoes de base no estudo de
topologia geral. Tais conceitos dos espacos métricos também proporciona possibilidades de estudos
mais aprofundados na topologia, levando a espacos topologicos mais abstratos.

Além disso, no estudo apresentado é mostrado a importancia de um conjunto metrizavel, utilizando
conceitos métricos e topoldgicos, para os axiomas de separacao, evidenciando como o conjunto satisfaz
os axiomas apresentados. E também como conjuntos nao metrizaveis, além de, algumas vezes, nao
cumprir todos os axiomas, apresentam consequéncias por nao os cumprirem, como no exemplo mostrado
que, por nao ser um espac¢o de Hausdorff, ndo apresentava limite tnico.
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