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RESUMO: Modelos mateméticos sdo amplamente utilizados para descrever epidemias e auxiliar as
autoridades de satude publica nas melhores tomadas de decisoes. Em geral, esses modelos prevéem
o comportamento da epidemia considerando-se determinados paradmetros, como taxa de transmissao,
tamanho da populacdo, taxa de nascimento/mortalidade e outros fatores. Porém, pode também ser
interessante inverter o problema, ou seja, através dos dados epidemiolégicos sobre uma determinada
epidemia, estimar quais os pardmetros que levaram a sua evolugao temporal, o que corresponde a um
problema inverso. Apresentamos aqui a resolugdo de um problema desse tipo relacionado ao modelo
epidémico compartimental SIR (suscetivel-infeccioso-recuperado) utilizando o método de otimizagao

estocastico Simulated Annealing.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo compartimental; Problema inverso; Simulagoes computacionais; Oti-

mizagao; Equagoes diferenciais.

Estimating the basic reproduction number of an epidemic: Solving the inverse problem
of estimating the transmission rate of an epidemic using the Simulated Annealing
method.

ABSTRACT: Mathematical models are widely used to describe epidemics and assist public health
authorities in making appropriate decisions. In general, these models predict the behavior of an epi-
demic by considering certain parameters, such as transmission rate, population size, birth/mortality
rate, and other factors. However, it can also be interesting to reverse the problem, that is, using epi-
demiological data from a given epidemic to estimate the parameters that led to its temporal evolution,
which corresponds to an inverse problem. Here, we present the solution to such a problem related to
the SIR (susceptible-infectious-recovered) compartmental epidemic model using the stochastic optimi-

zation method Simulated Annealing.

KEYWORDS: Compartmental model; Inverse problem; Computational simulations; Optimization;

Differential equations.
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INTRODUCAO

Segundo Oleg M. Alifanov (2012), podemos associar um problema direto ao processo causa — efeito,
ou seja, determina-se os efeitos a partir do conhecimento das causas. O problema inverso, por sua vez,
refere-se a reversao efeito — causa, ou seja, determinar as causas a partir do conhecimento dos efeitos.
Na &area de modelagem epidémica, é comum encontrarmos trabalhos que focam no problema direto,
ou seja, prever a evolugdo temporal do nimero de infectados a partir de informacgoes sobre o tipo de
modelo empregado e os parametros e condigdes iniciais com os quais ele ¢ alimentado (Kissler et al.,
2020; Silva; Menin, 2021). Porém, pode ser necessério reverter a ordem, ou seja, resolver o problema
inverso de encontrar os pardmetros e condigoes iniciais da epidemia a partir do conhecimento da serie
temporal do nimero de infectados.

Nesse contexto, este projeto se propoe a resolver o problema inverso de encontrar os parametros de
uma epidemia, utilizando como dado de entrada a série temporal do ntmero de infectados. Conside-
rando que esse trabalho ainda estd em andamento, aqui focamos especificamente em encontrar apenas
a taxa de transmissao e, consequente, o nimero de reproducao béasica de uma dada epidemia modelada
pelo modelo SIR (suscetivel-infeccioso-recuperado) (Keeling; Rohani, 2011; Kermack; McKendrick,
1927). Para isso, transformou-se o modelo em um problema de otimizagao, no qual deve-se minimizar
uma funcao objetivo que mede a discrepancia entre os dados reais e os dados simulados pelo modelo,
que foi resolvido pelo método Simulated Annealing (Kirkpatrick; Jr; Vecchi, 1983; Menin; Martinez;
Rolnik, 2016).

METODOLOGIA

Inicialmente realizou-se uma revisdo de conceitos basicos de célculo numérico (Chapra; Canale,
2016) e equagoes diferencias (Boyce; DiPrima, 2010), bem como o estudo de modelos epidémicos
compartimentais (Keeling; Rohani, 2011), problemas inversos (Menin; Martinez; Rolnik, 2016) e, por
fim, do método de otimizagdo Simulated Annealing (Kirkpatrick; Jr; Vecchi, 1983). Em seguida,
definiu-se o modelo epidémico a ser estudado, que foi implementado, juntamente com o Simulated
Annealing, em linguagem Python.

O modelo epidémico estudado foi baseado no classico modelo SIR, no qual a populagao é dividida
em trés compartimentos, suscetiveis (S), infecciosos (I) e recuperados (R). Considere S, I e R como
sendo, respectivamente, os ntiimeros de individuos suscetiveis, infeciosos e recuperadose N = S+14+R o
tamanho da populacdo. A transicao de individuos do compartimento de suscetiveis para o de infecciosos
(S — I) acontece com uma taxa SI/N, sendo [ a taxa de transmissdo. Ja a taxa de transigao do
compartimento de infecciosos para o de recuperados (I — R) é dada por I, sendo v o inverso do
periodo infeccioso. Nesse tipo de modelo, o nimero basico de reprodugao ¢ dado por Ry = (/7.
(Keeling; Rohani, 2011). Os compartimentos e as transigoes entre eles sao vistos na Fig. (1) e o

modelo é dado pelo sistema de equagoes diferenciais

s

B~ ssiw, (1)
o = BSIN o1, (2)
dR

dr = ~l. (3)
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Considerando que esse sistema de equagoes nao admite solugao analitica, ele deve ser resolvido
por meio de métodos numéricos (Chapra; Canale, 2016). Quando tratado de forma direta, o modelo
recebe, como entrada, os valores dos pardmetros 8 e -y, bem como as condi¢oes iniciais (valores de S,
I e R quando t = 0), e devolve, como saida, as séries temporais dos ntiimeros de individuos suscetiveis,

infecciosos e recuperados.

Figura 1: Diagrama com os compartimentos do modelo SIR e suas relagoes

Nesse projeto, queremos resolver um problema inverso do tipo causal, ou seja, conhecemos os dados
de saida (no caso as séries temporais de cada compartimento) e desejamos determinar os parametros
de entrada. Mais especificamente, tomamos como conhecida a séria temporal didria real do nimero de
infectados, Iiea = [Ifelgl, Ir(;)d, . ,Ifg;)l] , sendo Ifé;l o numero real de infectados no diaz=1,2,...,n, e
supomos um dado conjunto de pardmetros e condigoes iniciais x1, x2, . . ., T, expressados por meio do
vetor x = (z1,T2,...,%y,). Com esse vetor resolvemos o modelo dado pelas Egs. (1-3) para obtermos

I(l) 1(2) I(n)

um série temporal numérica para o ntimero de infectados, Inum = |Inum, fnum, - - - Ly | S€0dO Inum a

previsdo numérica para o numero de infectados no dia i. A partir dai, constroi-se a funcao objetivo

n

F =S 18 - 1] (1)
i=1

que mede a discrepancia entre os dados reais e os previstos numericamente pelo modelo. Com isso,
a soluc@o do problema inverso serd o conjunto de pardmetros x* = (z3,z3,..., 2} ) que minimize o
funcional dado pela Eq. (4). Dessa forma, transformamos um problema inverso em um problema de
otimizagao, o qual resolvemos por meio do método Simulated Annealing (SA).

Tal método faz analogia com o processo de “recozimento” (annealing), utilizado na metalurgia para
obtencgao de materiais com alto grau de dureza. Especificamente no algoritmo SA, parte-se de uma
solucgao inicial arbitraria x¢ a uma dada temperatura inicial Ty pré-definida. Mantendo a temperatura
fixa, realiza-se um processo iterativo de geragdo de novas solugoes candidatas. Cada nova solugao,

Xnew, € confrontada com a solucdo anterior, Xq1q4, € aceita com probabilidade

( y = 1 se Af<0,
D (Xold ¢~ Xnew) = e AT s Af >0,

()

onde Af = f(xXpew) — f(Xo1q) € a variacao da fungao objetivo e T' é a temperatura.

Analogamente ao processo de “recozimento” da siderurgia, apos o algoritmo tentar um ntmero
suficiente de solucoes candidatas, a temperatura é resfriada e um novo processo iterativo de busca de
novas solugoes se inicia.

Existem diferentes formas de gerar novas solugoes candidatas bem como de resfriar a temperatura.

Em geral, cada nova solugao, Xpew, é gerada a partir da solugao atual, x4, de acordo com a equagao
Xnew = Xold + 0&, (6)
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onde £ é um vetor de nimeros aleatorios que seguem uma distribui¢ao de probabilidade pré-definida (no
caso desse trabalho, a distribuigdo normal) e o é a amplitude do deslocamento da nova solu¢ao em rela-
¢ao a anterior. Ja a temperatura parte de um valor inicial Tj (interagao ¢t = 0) e cai exponencialmente

a cada iteragao t, tal que

Tt == AtTO: (7)

onde A € (0,1) é a taxa de resfriamento.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Tanto o modelo SIR proposto nas Egs. (1-3), quanto o método de otimizagao foram implementados
computacionalmente através da linguagem de programagao Python. O codigo do SIR recebe, como
parametro de entrada, uma estimativa para a taxa de transmissao e retorna, como saida, a série
temporal do nimero de infectados. Todos os demais parametros e condigoes iniciais utilizados foram

considerados conhecidos, e seus valores sao observados na Tabela 1.

Tabela 1: Pardmetros utilizados para a simulagdo do modelo SIR.

Parametro Descrigao Valor
N Tamanho da populacgao 100000
0% Inverso do periodo infeccioso 0,2dia?
ti Tempo inicial 0
te Tempo final 100 dia™"
Iy Numero de individuos infectados inicialmente 1

Para a simulagao, chamou-se de I, a série temporal obtida ao executar o codigo considerando

Breal = 0,5dia™!, seja, um namero basico de reproducéo Rp,, = 0, 5/0,2 = 2,5. Com isso executou-se

real
o codigo do Simulated Annealing, cuja funcao foi de gerar diferentes valores de 3 e obter, com base neles,
diferentes I,um. Essas diferentes séries numéricas foram comparadas a série real, I..a, por meio da
Eq. (4), minimizada com o passar das iteragoes. Os parametros para o codigo do Simulated Annealing

estao descritos na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros utilizados para o Simulated Annealing.

Parametro Descrigao Valor
r Niimero de iteragoes antes do resfriamento 10
Nit Nuamero de vezes que o sistema é resfriado 100
A taxa de resfriamento da temperatura 0.9

A série temporal real e numérica final sao observados na Fig. (2-a), onde percebe-se que o Simulated
Annealing foi capaz de encontrar corretamente a taxa [ que descreve o Ie. O valor encontrado foi
B = 0,49999, que corresponde a um nimero basico de reproducao Ry = 0,49999/0,2 ~ 2, 5.

Para explorar um cenario diferente, que simulasse um problema nos dados reais, adicionou-se um

ruido gaussiano a serie temporal I ..,. Os pardmetros da simulagao foram mantidos em conformidade
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com as Tabelas 1 e 2 e os resultados para a série temporal ruidosa sao vistos na Fig. (2-b). Mais uma vez
nota-se a capacidade do método de encontrar a taxa 3 que melhor descreva uma série temporal similar
a real antes da adi¢ao do ruido. O valor encontrado nesse caso foi de 8 = 0,49856, correspondendo a
Ry =0,49856/0,2 ~ 2, 5.

25000 o
— Infectados real — Infectados real com ruido

— - Infectados nimerico — - Infectados nimerico

20000 20000 4

15000 - 15000 4

10000 4 10000 1

5000 - 5000

(a) (b)

Figura 2: Séries temporais do ntimero de infectados real (azul solido), obtida com Biea = 0.5, e numérica
(vermelho tracejado), obtida pelo método Simulated Annealing, considerando a série temporal real (a) sem ruido
e (b) adicionada de um ruido gaussiano. Em ambos os casos, o método encontrou uma taxa de transmissao
B~ 0,5, correspondendo a um nimero bésico de reproducao Ry =~ 2, 5.

CONCLUSOES

Apresentamos aqui uma possibilidade de encontrar paradmetros de uma epidemia com base em sua
evolugdo temporal, utilizando o método de otimizagdo Simulated Annealing. Através dos resultados
obtidos, seria possivel entender melhor um surto epidémico ocorrido, o que possibilitaria, por sua vez,
ajudar entidades responsaveis no estudo das melhores decisoes a serem tomadas caso uma epidemia
similar voltasse a ocorrer. E importante destacar que modelos mateméaticos possuem limitacoes, pois
em muitos casos nao consideram todos os parametros que influenciam uma simulacao. No caso desse
trabalho, por exemplo, apesar de considerarmos um ruido na série temporal de infectados, é dificil
saber quais sao todos os parametros que podem perturbar a série, o que torna a simulacao da mesma
inexata. Apesar disso espera-se que os resultados obtidos sejam capazes de orientar trabalhos futuros

no desenvolvimento de modelos auxiliadores no estudo de epidemias.
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