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RESUMO: Bifurcagoes sao relevantes em diversos modelos como para dindmica populacional e cir-
cuitos elétricos. Devido a isso, o presente trabalho apresenta os principais tipos de bifurcagoes em
sistemas de EDO bidimensionais, sela-no, transcritica, forquilha e Hopf, através de 4 exemplos em
conjunto com animagoes dos retratos de fase e das respostas temporais dos mesmos. As animacoes fo-
ram feitas através da biblioteca matplotlib em Python e disponibilizadas no Github, de forma a melhor

ilustrar a mudanca dos comportamentos qualitativos dos sistemas.

PALAVRAS-CHAVE: sistemas dinamicos; sistemas nao-lineares; teoria de bifurcagoes; Python.

STUDY OF BIFURCATIONS IN TWO-DIMENSIONAL SYSTEMS THROUGH
ANIMATIONS

ABSTRACT: Bifurcations are relevant in several models, such as population dynamics and electrical
circuits. Therefore, this work presents the main types of bifurcations in two-dimensional ODE systems,
saddle-node, transcritical, fork and Hopf, through 4 examples together with animations of the phase
portraits and their temporal responses. The animations were made using the matplotlib library in
Python and made available on Github, in order to better illustrate the change in the qualitative

behaviors of the systems.
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INTRODUCAO

Uma bifurcacao, de forma intuitiva, ocorre quando um sistema altera seu comportamento qua-
litativo conforme a mudanca de um pardmetro. O significado fisico de tal fendmeno varia con-
forme o que o sistema modela, de forma que é um ponto de interesse para compreensao de modelos
como por exemplo: circuitos elétricos (GEORGIOU; ROMEQ, 2015) e dindmica populacional (XU
et al., 2024). Esse trabalho apresenta 4 exemplos ilustrando bifurcagoes do tipo sela-no, transcri-
tica, forquilha e Hopf, onde para cada exemplo foi montada uma animacao em Python com o in-
tuito de melhor ilustrar os fenémenos de bifurcagoes, disponivel em: <https://github.com/MoratoZ/

Estudo-de-bifurcacoes-em-sistemas-bidimensionais-atraves-de-animacoes>.
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MATERIAIS E METODOS

E possivel definir uma bifurcacao pelo conceito de estabilidade estrutural, conforme os resultados

apresentados abaixo.

Definigao 1. Um campo vetorial ]FE R? diferencidvel é considerado estruturalmente estdvel se peque-

nas perturbagoes no sistema % = f(x) nao alteram seu comportamento qualitativo.

O teorema de Peixoto (GUCKENHEIMER; HOLMES, 2013) é tutil para determinar se um sistema
é estruturalmente estével. Nesse texto é apresentado uma versao particular para 2 dimensoes; todavia

o resultado original é mais geral.

Teorema 1. (Peizvoto, no R?) Seja o campo vetorial f diferencidvel em um conjunto compacto D.
Entao f € estruturalmente estdvel em D se, e somente se, o nimero de pontos criticos e ciclos limites
for finito e todos sdo hiperbdlicos, e nao existirem trajetorias conectando pontos de sela a pontos de

sela.

A demonstragdo do Teorema 1 é feita em Guckenheimer e Holmes (2013). Dessa forma, con-
siderando um sistema ‘fl—f = f(m,u), onde € RZ e € R, um valor o para o qual f(z, ) nio é
estruturalmente estavel é um valor de bifurcagao. Sao discutidas as bifurcagoes de sela-né, transcritica,

forquilha e Hopf, cujas explicagoes podem ser encontradas em Kuznetsov (2004).

RESULTADOS E DISCUSSAO

Exemplo 1. (STROGATZ, 2018) A ativagao de certos genes € diretamente induzida por 2 cdpias da

proteina que o compde, ou Seja, esses genes sao estimulados por si proprios, potencialmente gerando

processo de realimentagao autocatalitico. Tal processo genético pode ser modelado pelo sistema (1):
dx dy z?

— =—ar+y, —=
Y T 1 22

onde x ey sao proporcionais as concentragoes de proteina e RNA mensageiro do qual ela € traduzida,
respectivamente, e a,b > 0 sao pardmetros da tara de degradag¢ao de x e y, e com os pardimetros
adimensionais. Os pontos de equilibrio do sistema sao determinados em (2), isto é, os pontos de

P . ~ . ~ 2
equilibrio sao dados pela interseccao das curvas y = ax e y = m. Dessa forma, para um a

adequado hd no mdzimo 3 pontos de equilibrio (Figura 1a).

—ar +y =0 N Yy =azr N 22 @)
2 2 ax:bl 2
e =0 =ity (1+2%)

Fizando b e aumentando a faz com que as intersec¢oes que ndo estio na origem se aproximem e
colidam como na Figura 1b; continuando a aumentar a faz com que esses pontos desaparecam deizando
o sistema com apenas um ponto de equilibrio na origem, como tlustrado na Figura Ic.

Para determinar o valor a., onde os pontos se colidem, basta resolver (2) cuja solugdo trivial é
x = 0 referente G origem, e outras duas satisfazem ab(1 + x?) = x se 1 — 4a®b?® > 0 = 2. Portanto as

duas solugoes se colapsam em 2ab = 1. Logo a. = ﬁ e xq, = 1. A matriz Jacobiana do sistema em
(x,y) é dada por (3):
—a 1
J = [ o ] : (3)
—Le b
(1+22)2
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a=0,2 a=0,25 a=0,3

E)\ 1 ] 9), | 9), | ]
) 1 2 X(t) 3 4 5 i [ 1 2 X(t) 3 4 5 [ 1 2 X(t) 3 4 5
(a) 3 intersecgao. (b) 2 intersecgéo. (c) 1 intersecgao.
Figura 1: Pontos de equilibrio de (1) (adotando b = 2).
cujo o trago € tr(J) = —(a + b) < 0; assim, todos pontos de equilibrios sao pogos ou selas. Como o

determinante da matriz em (0,0) € ab > 0, entao a origem € sempre estdvel; mais do que isso, € um
nd estdvel, pois, tr(J)* —4xdet(J) = (a—b)? > 0 (exceto quando a = b). Quanto aos outros 2 pontos,

tem-se o determinante descrito por (4):

2z 2 z?—1

Entao para 0 < © < x,,, det(J) < 0, indicando um ponto de sela, enquanto para x > 1 tem-se um
no estdvel, pois, tr(J)> — 4 -det(J) = (a — b)? > 0. A Figura 2 mostra a solu¢io do sistema com
diferentes valores iniciais conforme a varia e b = 2, ilustrando a bifurca¢do de sela-né em a. = 0,25;

uma animagdo andloga também foi feita, disponivel na GitHub como todas as outra citadas nesse texto.

a=0,2 a=0,25 a=o0,3
10 10 1o
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
= = =
> > >
0.4 0.4 0.4
P i
0.2 02 0.2
0.0 0.0 0.0
) 1 2 3 4 5 6 7 8 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 [ 1 2 3 4 5 6 7 8
x(t) x(1) x(t)
(a) (b) (c)

Figura 2: Retrato de fase com as condigoes iniciais (0,5;1), (4;0,2) e (6;0,8).

A interpretacdo bioldgica € que o sistema pode agir como um interruptor bioquimico, mas somente
se 0 mRNA e a proteina se degradarem de forma lenta o suficiente (ab < %), onde hd dois estados
estdveis, um na origem, o que significa que o gene € silencioso e nao hd proteina por perto para ligd-lo;

e um onde x ey sao grandes, o que significa que o gene € ativo e sustentado pelo alto nivel de proteina.
Exemplo 2. (LYNCH, 2018) O sistema (5) pode ter 1 ou 2 pontos de equilibrio dependendo de .

dx_ 9 dy_
o T, o=y (5)

No caso onde p < 0 tem-se os que 2 pontos sao (0,0) e (u,0), onde a origem € um né estdvel e o outro

ponto € uma sela (Figura 3a). Quando p = 0, tem-se apenas um ponto de equilibrio em (0,0), bem
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como as curvas de solugao satisfazem (6) sendo K é uma constante qualquer (Figura 3b):

dy _y

_1
dx_$2:>|y|:Ke . (6)

Por fim, para p > 0 tem-se dois pontos, (0,0) e (u,0), onde a origem agora é um ponto de sela e o

outro ponto € um nd estdavel. A Figura 3c mostra isso através do campo vetorial do sistema.

u=-0,5 u=0,0 u=0,5
1.00 1.00 1.00
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_100\\\{{F}};{1\\\ _100\\\\\W1{F¥1{\\\\\ 100 \\\\T{}‘;f{{l\\
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -100 -0.75 -050 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
x(t) x(t) x(t)
(a) p<O0. (b) w=0. () p>0

Figura 3: Campo vetorial de (5), e as trajetorias das condigdes iniciais (0,5; —0,5) e (0,8;0,7).

Exemplo 3. O sistema (7), com o pard@metro u, nao se altera com a troca de varidveis x — —u,

y — —y; logo espera-se que seu retrato de fase seja simétrico em relagdo a origem:

dx dy
E—ux%—y—i—sen(x), gk 2 (7)

A origem é um ponto de equilibrio, para qualquer valor de p. Assim, o jacobiano é dado por (8):

g |ttt (8)

1 -1
Entao, tr(J) = u, e portanto (0,0) € estdvel se p < —2 e um ponto de sela se p > 2, indicando uma
bifurcacao em p. = —2. Para confirmar, basta determinar um par de pontos simétricos perto da origem
e para um p prozimo de p.; tais pontos satisfazem y = x e, logo, (u+ 1)z = sen(z) = 0, sendo que
uma solugao € 0, como esperado. Quanto as outras solugoes, considerando um x pequeno e positivo

pode-se aproximar a fungao sen(x) pelos primeiros termos da sua série de Taylor obtendo (9):

o0 —1)» . 16'3
<u+1>x+§j(2(n+)1)!w2 H=0x(pt Dz tr— 5 +0E") =0. (9)
n=0

Dividindo a aprozimagao (9) por x resulta em p + 2 — % ~ 0; portanto existe um par de pontos
S :I:\/m para um [ um pouco maior do que ., mostrando que exriste uma bifurca¢do
de Forquilha (Pitchfork) supercritica em p. = —2. Caso o par de pontos existisse para um [ um
pouco menor que e, 6 bifurcacdo seria subcritica. Como é supercritica, consequentemente, 0s pares
de pontos sdo estdveis. Na Figura 4 é mostrada o variacdo de campo vetorial e de 2 solugdes do
sistema conforme o valor v se altera, bem como, também estdo marcados em vermelho o par de pontos
¥~ :I:\/m. As animagdes referentes a esse grdfico além de mostrarem o comportamento da
Figura 4, mostram como a mudancga conforme p assume valores distantes do valor de bifurca¢io (por

exemplo p > —0,8), ilustrando que, de fato, a andlise feita so € valida para um p perto da fi..
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Figura 4: Campo vetorial de (7), e as trajetorias das condigdes iniciais (2,0;0,0) e (—1,5; —0,5).

Exemplo 4. No artigo de Yan e Zhang (2008) é apresentado o sistema de EDOs com delay (10), que
é baseado no modelo de Lotka-Volterra (ou Presa-predador):

dx dy

i z(t)[r1 — anz(t — 1) — argy(t — 7)], pri y(t)[ — ro+ anz(t — 7) —agey(t — 7)].  (10)
Dentre os resultados obtidos por Yan e Zhang (2008), foi mostrado que, satisfeita a condi¢ao riag —

reayy > 0, existe de um ponto de equilibrio (x*,y*) definido por (11):

r1a92 + r2ai2 r1a21 — T2011
rt = t = (11)

v Y .
a11a22 + a12a21 aiiazz + ai2a21

Além disso, também foram encontrados resultados sobre a estabilidade e a bifurcacdo de Hopf sinteti-

zados no Teorema 2, cujo a demonstragao estda em Yan e Zhang (2008).

Teorema 2. Considerando o sistema (10), e o ponto de equilibrio (11), define-se:

1 * * * %k
T = 5(@11:6’ + a9y ) >0, D= (a11a22 + a12a21)x y >0

(1) 1. .7 (2) 1. .7
W—___ (9 Z S ) a
T; ’u1<]71'+2>, 7; M2<]7T+2>

2 2
& = 1 [c031< 1-— T) +2jm W = L [ - cosl< 1- T) + (25 +1)m

) J \/5 D

onde j =0,1,2.... Com isso, as sequintes afirmagdes sao verdadeiras:

D

(i) Se T?> — D >0, o ponto (z*,y*) € assintoticamente estdvel para T € [0,7’52)). SeT?—-D <0, o0
(3)y.

ponto (x*,y*) € assintoticamente estdvel para T € [0,7,");
7 2 * k) 5 s < (2) 2 * ok 4
(i1) SeT* =D >0, o ponto (x*,y*) € instavel quando 7 > 7,~". Se T* — D < 0, o ponto (z*,y*) €

instavel quando T > 7(53);

(iii) Se T?> — D >0, entio T € {7'](1),7'](2)} ¢ um valor de bifurcacio de Hopf. Se T> — D < 0, entdo

= {7;3),7-;4)} é um valor de bifurcacao de Hopf.

Adotando r1 = ro = 1, a;n = 1, a12 = 1, ag1 = 2, aze = 1, tem-se por (11) que (z*,y*) =
(%, %) Além disso do Teorema 2, obtém-se que Té?’) = 0,8072. Portanto, (z*,y*) € assintoticamente
estdvel para T € [0;0,8072) e instdvel para T > 0,8072, como mostrado na Figura 5. Além disso, nas
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simulagoes numéricas, na Figura 5c, foi observado o comportamento cadtico evidenciado por Yan e

Zhang (2008).

014

0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 02 04 0.6 0.8 1.0 000 025 050 075 100 125 150 175

x(t) x(t) x(t)

(a) 7 < 0,8072. (b) 7 > 0,8072. (¢) 7 =1,5. Indicio de caos.

Figura 5: Retrato de fase de (10), com as condigoes iniciais (0.2,0.2) e (0.25,0.25).

CONCLUSOES

Através das animacoes realizadas, foram ilustradas de forma explicita os tipos de mudancas causa-
das pela variacdo de um pardmetros para um sistema, bem como, é possivel observar que comporta-
mento das mesmas esta de acordo com a anélise qualitativa feita, com ressalva para o comportamento
cadtico do exemplo 4 que apenas apresenta evidéncias. Dessa forma, considera-se que através dessas

animacoes é possivel um melhor entendimento inicial sobre o tema.
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