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RESUMO: O projeto mostrado nesse artigo faz parte de um trabalho de conclusao de curso, em
que foi feito um estudo sistematico sobre transformada de Laplace e a sua aplicacdo em equagoes
diferenciais ordinarias. E resolvido, usando a transformada de Laplace, uma modelagem matemética
sobre uma corrida armamentista entra duas nagdes, que consiste em um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias. No trabalho é mostrado como a Transformada de Laplace pode ajudar na resolucao de
sistemas de equagoes diferenciais ordinarias, afinal facilita a resolucdo ao transformar o sistemas de
equacoes diferenciais ordindrias em um sistema linear simples.

PALAVRAS-CHAVE: equagoes diferenciais ordinarias; sistema de equacgoes diferenciais ordinarias.

RESOLUTION OF RICHARDSON’S ARMS RACE MODEL USING LAPLACE
TRANSFORM

ABSTRACT: The project shown in this article is part of a course conclusion work, in which a
systematic study was carried out on the Laplace transform and its application in ordinary differential
equations. Using the Laplace transform, a mathematical modeling of an arms race between two nations
is solved, which consists of a system of ordinary differential equations. It shows how the Laplace
Transform can help in solving systems of ordinary differential equations, after all it facilitates the
resolution by transforming the system of ordinary differential equations into a simple linear system.

KEYWORDS: ordinary differential equations; system of ordinary differential equations.

INTRODUCAO

Uma Equacado Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equagdes em que as incognitas sdo derivadas
de uma funcéo, ao resolver as equagoes a solucao serd a funcao. A Transformada de Laplace é uma
tranformada integral que tem o objetivo de mudar o dominio de uma fungao, tal transformada é usada
também para resolver alguns tipos de EDOs.

Neste trabalho é estudado uma modelagem mateméatica desenvolvida pelo matemético Lewis F.
Richardson (1881 - 1953), que desenvolveu diversos modelos que analisam a dindmica de corridas
armamentistas. O modelo de Richardson é muito importante no estudo das relagoes internacionais, ja
sendo utilizado para o desenvolvimento de outros modelos armamentista, como também foi utilzado
para descobrir as despesas de algumas nagoes durante guerras. Martins (2021) mostra em seu trabalho
que o modelo de Richardson foi utilizado para calcular as as despesas militares da Franca e da Rissia
e da Alemanha e da Austria em o perfodo entre 1909 e 1914, e os gastos militares da Organizacao do
Tratado do Atlantico Norte e o Pacto de Varsovia durante a Guerra Fria
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No modelo usado aqui, Richardson utiliza um sistema de EDOs de primeira ordem para modelar
uma corrida armamentista entre duas nacoes, em que mostra os investimentos econémicos em arma-
mento dessas duas nagoes, que se baseia no medo mutuo, os "freios internos"que as nagoes podem
ter e os fatores econdmicos positivos ou nao. Neste trabalho, tal modelo sera resolvido utilizando a
Transformada de Laplace.

MATERIAIS E METODOS

O estudo apresentado foi desenvolvido no Trabalho de Conclusao de Curso da autora, que discute
a utilizacao da Transformada de Laplace na resolugdo de EDOs, como também algumas aplicagoes.
O trabalho foi desenvolvido a partir de um estudo sistematico sobre equagoes diferenciais ordinérias,
como também sobre célculo. Os estudos comegaram com a base de Transformada de Laplace, seguindo
para a utilizagado dela em EDOs, sendo aprofundando nas aplicagoes.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A Transformada de Laplace é uma transformada integral, ferramenta muito utilizada para resolver
equacoes diferenciais. Ela apresenta diversas aplicagbes, como na engenheria, para transformar fungoes
do dominio do tempo para o dominio da frequéncia. Essa Transformada é definida da seguinta maneira.

Definigao 1. Seja f(t) uma fun¢ao definida para t > 0 que satisfaz certas condigoes. Sua Transformada
de Laplace, que ¢ denotada por L{f(t)} ou F(s), sera da forma:

oo
LUOY = Fs) = [ et
0
sempre que a integral convergir. O pardmetro s pode ser complexo, da forma s = a + bi, porém, para
os problemas discutidos neste trabalho, sera considerado apenas valores reais para s.

Perceber-se que ao aplicar a Transformada de Laplace em uma funcdo resultard em uma integral
impropria. Portanto, calculando-a, depois de aplicar a Transformada de Laplace, teremos:

00 A
L)Y = F(s) = / @) At = lim [ eSf(e) di

0 A—+oo 0
Podemos definir também a Tranformada inversa de Laplace.

Definigao 2. Definindo a fun¢ao F'(s) como a Transformda de Laplace da fungao f(t), sendo assim
LA{f(t)} = F(s). Chamamos f(t) de Transformada Inversa de Laplace da fungdo F'(s) e escrevemos
como L7 {F(s)} = f(t)

Percebe-se que a Transformada de Laplace muda o dominio de uma funcao, da variavel ¢ para a
variavel s. A Tranformada Inversa também mudara a dominio da funcao, porém ela mudara da variavel
s para a variavel ¢, fazendo assim, literalmente, o inverso da Transformada de Laplace.

As Tranformadas de Laplace das principais fungoes sdo tabeladas, ndo sendo necessario, entao,
resolver o limite da integral para encontrar a Transformada. Abaixo ha algumas funcbes com suas
respectivas Transformadas.

Tabela 1: Transformadas de Laplce Elementares

15° CONICT 2024 2 ISSN: 2178-9959



1

1 1 -

s

1

2 eat
s—a

a
3. t —_—
sen a o

s
4. cos at —_
52 + q?

O teorema a seguir mostraréd como ¢é possivel utilizar a Tranformada de Laplace na resolugdo de
problemas de valores iniciais (PVI) de EDOs.

Teorema 1. Suponha que as funcées f, f', ..., 1) sao continuas e que ™) é seccionalmente continua
em qualquer intervalo 0 < t < A, sendo f™ a derivada enésima da funcdo f(s). Suponha também,
além disso, que existe constantes K,a e M tais que |f(t)] < Ke®, |f'(t)| < Ke®™, ..., |f™(t) < Ke®
para t > M. Entao, L {f(”) (t)} existe, para s > a, e € dado por

£} =L {f )} = sV F(0) — o 57D (0) = FO7D(0)

Portanto, a ideia é tranformar a EDO em uma equagao linear, encontrando a func¢ao F'(s). A partir
disso, aplicando a tranformada inversa é possivel encontrar f(t). A Figura 1 mostra um esquema de
como a Transformada de Laplace é aplicada em EDO.

Equacdo L{f(t)}
Diferencial E—
Odinaria

Equacao
Algébrica

Solucao da

Solugao da
Equacao
Algebrica

Equacao
Diferencial

Figura 1: Transformada de Laplace aplicada em EDO

A aplicagao estudada nesse trabalho é o modelo de corrida armamentista do Lewis F. Richardson
(1881-1953), que pode ser encontrado em (Zill, 2012). A seguir terda um trecho do livro, traduzido pela
autora desse trabalho, definindo o modelo de Richardson.

Modelando corridas armamentistas

Por Michael Olinick.

O modelo primério de Richardson de uma corrida armamentista entre dois paises é baseado em mutua
medo: uma nacao é estimulada a aumentar o seu arsenal de armas a uma taxa proporcional ao nivel de
gastos com armamento de seu rival. O modelo de Richardson leva em conta restrigoes internas dentro
de uma nacao que retardam a acumulacao de armas: Quanto mais uma nagao gasta em armas, mais
dificil é fazer maiores aumentos, porque se torna cada vez mais dificil desviar os recursos da sociedade
das necessidades béasicas, tais como comida e moradia, para armas. Richardson também incorporou
no seu modelo outros fatores que impulsionam ou abrandam uma corrida ao armamento que sao inde-
pendentes dos niveis de despesas com armamento.
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A estrutura matematica deste modelo é um sistema interligado de duas equacgoes diferenciais lineares

de primeira ordem. Se x e y representam a quantidade de riqueza que esta sendo gasta em armas por
de , dy

duas nacoes no tempo t, entao o modelo tem a forma, sendo z’ = I ey = pors
,

(1)

/

¥ =ay—mx+r
Yy =br—ny+gq

onde a,b,m e n sao constantes positivas, enquanto r e ¢ sao constantes que podem ser positivo ou
negativo. As constantes a e b medem o medo miituo; as constantes m e n representam fatores de pro-
porcionalidade para os “freios internos” para novos aumentos de armas; r e g correspondem a fatores
econdmicos que podem impulsionar ou néo o investimento em armas, que nao esta ligado nem ao medo
mutuo nem aos "freios internos".

Percebe-se que o modelo desenvolvido pelo Richardson é um sistema de EDO de primeira ordem.
Utilizando o teorema 1 podemos resolver o sistema utilizando Transformada de Laplace.
Portanto, aplicando a Tranformada de Laplace no sistema 1, teremos

{E{x’} = L{ay —mz +r}
Lyy'} = L{br —ny+q}

Utilizando o Teorema 1 e a tabela de Transformada de Laplace, definindo £{z(t)} = X(s) e
LA{y(t)} = Y(s) e as condigoes iniciais como z(0) = C e y(0) = D, teremos

s.X—z2(0) =-m.X+aY +£
sY —y(0) =bX-nY+2
s
sX+mX—aY =I+2(0) (s+m)X —ay = te0s
s s
e —
b X +sY +nY :g—l—y(O) b.X + (s +n)Y :%(O)s
s

s(s+m)X —asY =r+Cs
—bsX +s(s+n)Y =q+ Ds

Portanto, chegamos em um sistema geral apos a aplicacao da Transformada de Laplace. Podemos
descobrir também a solugao geral para X (s) e Y(s). Resolvendo o sistema (2) chegamos em

Cs? + (Da+ Cn +r)s+ (aq + nr)
X(s) =
s34+ (m+n)s? 4+ (mn — ab)s
Ds? + (Cb+ Dm + q)s + (mq + br)
Y(s) = 3 2 _
s3+ (m+n)s?+ (mn — ab)s

(3)

(4)

Dessa maneira, dado um sistema 1, podemos aplicar a Transformada de Laplace e chegamos nas
solugoes (3) e (4). No entanto, as solugoes X (s) e Y (s) ndo sao as solugoes do sistema 1, para encontra-
las & necessario aplicar a Transformada inversa de Laplace em (3) e (4). Portanto, £71 {X(s)} = x(¢)

e L7H{Y (s)} = y(t).

Aplicando o que foi encontrado em um exemplo, teremos.

Exemplo 1. Sendo a = 1,b=2,m =3,n =4,r =3 e ¢ = 8, com as condigoes iniciais z(0) = 12 ¢
y(0), resolvemos o sistema abaixo do modelo de corrida armamentista de Richardson.

¥ =-3z+y+3
{ (5)

y =2r—4y+8
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Utilizando o sistema geral (2) podemos encontrar como sera o sistema (5) apos aplicar a Transfor-
mada de Laplace:

(6)

s(s+3)X —sY =3+ 12s
—2sX +s(s+4)YY =8+15s

Assim, podemos usar as solugdes gerais (3) e (4) para encontrar as solugoes X (s) e Y (s) do sistema
(6):
125+ (15.1+12.4 + 3)s + (1.8 + 4.3)

X(s) 1252 4+ 665 + 20
S) = _
3+ (3+4)s2+(34—1.2)s

e X =
(5) s34+ 752 4+ 10s

(7)

15s% + (12.2 + 15.3 + 8)s + (3.8 + 2.3)
Y(s) = 3 5 (8)
s34+ (3+4)s?+(3.4—-1.2)s
Agora, para encontrar as solugoes do sistema (5), precisamos encontrar as Transformadas inversas
de Laplace das solucdes (7) e (8), sendo L7 {X(s)} = x(t) e L71{Y(s)} = y(t). Resolvendo por
fragoes parciais, a solugao (7) seréa:
125 4 665 + 20 A B  C
s(s+2)(s+5) s s+2 s+5
1252 4+ 665 + 20 A(s+2)(s+5) + Bs(s +5) + Cs(s + 2)
s(s+2)(s+5) s(s+2)(s+5)
— 125% 4 665 + 20 = A(s> + 75 + 10) + B(s% + 5s) + ¢(s*2s)
= 125% + 665 +20 = (A+ B+ C)s*> + (TA+ 5B + 2¢)s + 104

Y(s) 1552 4+ 775 + 30
:> S pry
§3 4+ 752 4+ 10s

A+B+C =12
32 -2
= (TA+5B+2C :66:>A:2,B:?,C:?
10A =20
2 32 1 -2 1
S X =-4 = —
(5) 5+35+2+ 3 s+5

Aplicando a Transformada inversa de Laplace em X (s) e utilizando a Tabela de Transformada de

Laplace, temos:
1 32 1 2 1
-lyx —9r-1)2 94 . 1) L | 2,0
LX) £ S +3£ s+2 3£ s+5

2 2
La(t) =24 %e—% ~ 2o ()

De forma anéloga ao processo feito para encontrar z(t) fazemos para encontrar y(t), utilizando a
solucdo (8), que é dado por:

32 4
y(t) =3+ Ze 4+ e (10)
3 3
Portanto, temos como solugdo para o sistema (5) sao
32 2 32 4
z(t) =2+ ge*” — ge*"”f, y(t) =3+ 36*21t - ge*“

As fungoes x(t) e y(t) encontradas representam as fungdes dos gastos que as nagdes x e y terao
com armamento em func¢ao do tempo ¢t. A Figura 2 mostra o grafico das solugoes, sendo x(t) a funcao
azul e y(t) a func¢ao vermelha.

Analisando a Figura 2 podemos perceber que a nagdo y apresenta um gasto maior em armamento
do que a nagao x. Mesmo que os freios internos da nagao y sejam maiores que os da nagao x (constantes
m e n), o medo mutuo (constantes a e b) é maior na nagao y. Pode-se perceber também que os fatores
econdmicos de ambas as nagoes impulsionaram o investimento em armas (constantes r e ¢ positivos),
porém na nacao y foi muito maior.
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Figura 2: Grafico das fungoes x(t) e y(t)

CONCLUSOES

A partir do estudos apresentados notou-se a possibilidade de aplicacido da Transformada de Laplace,
nao apenas para resolver problemas de valores iniciais de EDOs mas também, na solugao de sistemas
de EDOs. Percebe-se que, ao aplicar a Transformada de Laplace, o sistema de EDOs passa a ser um
simples sistema linear que, ao ser resolvido, basta aplicar a Transformada inversa de Laplace para
encontrar as solucgoes do sistema de EDOs.

E importante ressaltar que a utilizacdo da Transformada de Laplace depende da linearidade das
EDOs, caso as equagdes sejam nao lineares nao é possivel aplicar o método. Porém, é possivel utilizar o
método se a corrida armamentista for modelada para mais de duas nagoes, assim tendo um sistema de
EDOs com mais de 2 equagbes. Pode-se, por exemplo, estudar a aplicagdo da Tranformada de Laplace
no modelo desenvolvido por Martins (2021), que estendeu o modelo de Richardson para n nagoes.

Portanto, mesmo com limitagoes, a Tranformada de Laplace se mostra ttil na resolugao de sistemas
de EDOs.
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